
單元15   積  分

15

C

15-1   數列的極限

重點一　數列的極限

1. 數列的極限：

一無窮數列 a
n ，當 n → 3時，若 a

n
的值會趨近於定值 a，稱此無窮數列 a

n 的極限值

為 a，記為 lim a
n n

a=
"3

。一個極限值存在的數列稱為收斂數列，否則稱為發散數列。

例如： lim
n

1
0

n
=

"3
，則

n

1
為收斂數列； lim n

n
=

"3
不存在，則 n 為發散數列。

觀念補充 //

, , , ,1 1 1 1 1
n

g- =- -^ h ，當 lim 1
n

n
-

"3
^ h 不確定是 1 或 - 1，也稱為發散數列。

2. 數列極限的四則運算：

若 a
n
及 b

n
為收斂數列，且 lim a

n n
a=

"3
， lim b

n n
b=

"3
，則：

1 lim limka k a k
n n n n

a= =
" "3 3

（k 為常數）。

2 lim lim lima b a b
n

n n
n n n n

! ! !a b= =
" " "3 3 3
` j 。

3 lim lim lima b a b
n

n n
n n n n

# # ab= =
" " "3 3 3
` j 。

4 lim
lim

lim

b

a

b

a

n
n

n

n n

n n

b

a
= =

"
"

"

3
3

3f p （ 0!b ）。
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3. 數列極限的求法：

1 分式型： a
c n c n c n c

b n b n b n b

n

t

t

t

t

s

s

s

s

1

1

1 0

1

1

1 0

g

g
=

+ + + +

+ + + +

-

-

-

-

1 若分子、分母次數相同（s = t），看最高次項係數比，即 lim a
c

b

n n
t

s
=

"3
。

2 若分母次數大（s 1 t），則 lim a 0
n n

=
"3

。

3 若分子次數大（s 2 t），則發散。

2 等比型：a
n
 = a

1
 # r  

n - 1
，利用公比大小判斷數列的歛散。

 當 - 11 r # 1 時，數列 a
n
收斂，否則發散。

3 根式型：當 n → 3

1 出現 3 3+ ， #3 3時，必發散。

2 出現 3 3- ，
3

3
時，為不定型，需先有理化因式，再化簡求極限。

4. 夾擠定理（又稱為三明治定理）：

已知數列 a
n
、 b

n
、 c

n
，對所有 n 滿足 a

n
 # b

n
 # c

n
，且 lim lima c

n n n n
a= =

" "3 3
，

則 lim b
n n

a=
"3

（因被包夾住）。

分式型極限1

試求下列各式的極限值：

1 lim
n n

n n

1

3 5 2

n 2

2

+ -

- +

"3

2 lim
n

n

n

n

3 1

2 1

4 3

4 3

n +

-
-

+

-

"3
e o

分式型極限，若分子、分母次數相同，看

最高次項係數比。
想法

[答：1 3　2 
12

17
]

 
1 原式 lim

n
n n

n
n n

1
1 1

3
5 2

3
n

2
2

2
2

=

+ -

- +

=
"3

f

f p

p

2 原式 lim lim
n

n

n

n

3 1

2 1

4 3

4 3

n n
=

+

-
-

+

-

" "3 3
 

3

2

4

3
= -

-
 

12

17
=

試求下列各式的極限值：

1 lim
n n

n n

2 1

10 1

n 3

3 2

+ -

+ +

"3
　2 lim

n

n

2 1

2

n

2

+

-

"3

3 lim
n

n

4 3

3 5

n 2 +

+

"3

[答：1 
2

1
　2 不存在　3 0 ]

 
1 原式 lim

n
n n

n
n n

2
1 1

1
10 1

2

1

n
3

2 3

3
3

=

+ -

+ +

=
"3 f

f p

p

2 分子次數大於分母次數

故極限值不存在

3 lim
n

n

4 3

3 5
0

n 2 +

+
=

"3

（分子次數小於分母次數）
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數列求極限值2

試求下列各式的極限值：

1 lim
n

n

n

n

2 1 2 1n

2 2

+
-

-"3
f p

2 lim
n

n1 2 3

n 2

g+ + + +

"3

當 n → 3 出現3 - 3 或
3

3
不定型時，

需先化簡。
想法

[答：1 
2

1
- 　2 

2

1
]

 1 原式 lim
n n

n n n n

2 1 2 1

2 1 2 1

n

2 2

=
+ -

- - +

"3

^
^ ^

^h
h h

h
 

lim
n

n

4 1

2

2

1

n 2

2

=
-

-
=-

"3

2 原式
 

lim lim
n

n n

n

n n2

1

2

1

n n2 2
=

+

=
+

" "3 3

^
^

h
h  

lim
n

n n

2 2

1

n 2

2

=
+

=
"3

試求下列各式的極限值：

1 lim
n

n

n

n

1

1

n

2 2

+
-

+

"3
f p

2 lim
n

n

3

1 3 5 2 1

n 2

g+ + + + -

"3 ^
^

h
h

[答：1 -1　2 
9

1
]

 1 原式 lim
n n

n n n

1

1 1

n

3 2

=
+

- + +

"3

^
^

_h
h

i
 

lim
n n

n n 1
1

n 2

2

=
+

- - -
=-

"3

2 原式 lim
n

n
n

9

2
1 2 1

n 2
=

+ -

"3

^ h7 A
 

lim
n

n

9 9

1

n 2

2

= =
"3

等比型極限3

試求下列各式的極限值：

1 lim
5 4

5 4

n n n

n n1 1

+

-

"3

+ +

　2 lim
3 1

5 3 1

n n

n

1

#

-

+

"3 +

等比型極限，當 - 1 1 r 1 1時， lim r 0
n

n =
"3

。想法

[答：1 5　2 
3

5
]

 1 原式分母、分子同除以 5
n

lim

1
5

4

5 4
5

4

1 0

5 4 0
5

n n

n

&
#

+

-

=
+

-
=

"3

e

e

o

o

2 原式分母、分子同除以 3
n

lim

3
3

1

5
3

1

3

5

n n

n

&

-

+

=
"3

e

e

o

o

試求下列各式的極限值：

1 lim
3 5

2 3 4

n n n

n n n

+

+ +

"3
　2 lim

3 4

3 4

n n n

n n2

+

+

"3

+

[答：1 0　2 1 ]

 1 原式分母、分子同除以 5
n

lim

5

3
1

5

2

5

3

5

4

n n

n n n

&

+

+ +

"3

e

e

e eo

o

o o

0 1

0 0 0
0=

+

+ +
=

2 原式分母、分子同除以 4
n

lim

4

3
1

9
4

3
1

1
n n

n

&

+

+

=
"3

e

e

o

o
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根式型極限4

試求下列各式的極限值：

1 lim
n

n n

4 3

1

n -

+ +

"3
　2 lim n n n

n

2 + -
"3
a k

當 n → 3 根式出現 3 3- ，
3

3
不定

型時，先有理化根式。

想法

[答：1 1　2 
2

1
]

 
1 原式 lim

n

n

4
3

1
1

1

2

1 1
1

n
=

-

+ +

=
+

=
"3

f p

2 原式 lim

n n n

n n n n n n

n 2

2 2

=

+ +

+ - + +

"3

a ak k
 

lim

n n n

n n n

n 2

2 2

=

+ +

+ -

"3
 

lim

n n n

n

n 2
=

+ +
"3  

1 1

1

2

1
=

+
=

試求下列各式的極限值：

1 lim
n

n

8 5

2 3

n -

+

"3
　2 　 lim n n2

n
+ -

"3
` j

[答：1 
2

1
　2 0]

 
1 原式 lim

n

n

8
5

2
3

2 2

2

2

1

n
=

-

+

= =
"3

2 原式

lim
n n

n n n n

2

2 2

n
=

+ +

+ - + +

"3

` `j j

lim
n n

n n

2

2

n
=

+ +

+ -

"3

lim
n n2

2
0

n
=

+ +
=

"3

夾擠定理5

已知數列 a
n
， 對每一個自然數 n，

n
a

n
3

1

1
3

1

1
n

# #-
+

+
+
恆成立，

試求 lim a
n n"3

。

數列 a
n 、 b

n 、 c
n ，對所有 n

滿足 an # bn # cn，且 lim lima c
n n n n

a= =
" "3 3

，

則 lim b
n n

a=
"3

。

想法

[答：3 ]

 因 lim lim
n n

3
1

1
3

1

1
3

n n
-

+
= +

+
=

" "3 3
e eo o

由夾擠定理知： lim a 3
n n

=
"3

已知數列 a
n
，對每一個自然數 n 滿足

n n a n4 1 2 4 1
n

3 3 31 1- + +_ i ，

試求 lim a
n n"3

。

[答：4 ]

 原不等式同除以 n 2
3 +_ i

n

n
a

n

n

2

4 1

2

4 1
n3

3

3

3

& 1 1
+

-

+

+

因 lim lim
n

n

n

n

2

4 1

2

4 1
4

n n3

3

3

3

+

-
=

+

+
=

" "3 3

由夾擠定理知： lim a 4
n n

=
"3
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重點二　無窮級數

1. 無窮級數的收斂性：

 無窮級數 a a a
n

n
1 2

1

g= + +
3

=

/ 中，當 n → 3 時，若其和會趨近一定值 S，稱此級數收斂於 S；

 若其和找不到，稱此級數發散。

2. 數列收斂與級數收斂的差別：

1 無窮數列： ar
n 1-
收斂　+　 - 11 r # 1。（右邊有等號，當 r = 0 為零數列必收斂）

2 無窮級數： ar
n

n

1

1

3
-

=

/ 收斂　+　 - 1 1 r 1 1（兩邊都沒等號），且其和
r

a

1
=

-
。

無窮等比級數的收斂性6

無窮等比級數 x x2 4 8
2
g+ + + 為收斂級

數，試求 x 之範圍。

無窮等比級數收斂條件為 - 11 r 1 1。想法

[答： x
2

1

2

1
1 1- ]

 r = 2x，收斂條件為：

x1 2 11 1-

x
2

1

2

1
& 1 1-

無窮等比級數
x x

1
3

2

3

2
2

g+ + +e o 可求出

和，試求 x 之範圍。

[答： x
2

3

2

3
1 1- ]

 r
x

3

2
= ，收斂條件為：

x
1

3

2
11 1-

x
2

3

2

3
& 1 1-

無窮等比級數求和7

試求無窮等比級數

1
7

2

49

4

343

8
g+ + + + =？

無窮等比級數其和
r

a

1
=

-
。想法

[答：
5

7
]

 r
7

2
= ，則無窮級數收斂

原式

1
7

2

1

5

7
=

-

=

試求無窮等比級數

1
2

1

4

1

8

1
g- + - + =？

[答：
3

2
]

 r
2

1
=- ，則無窮級數收斂

原式

1
2

1

1

3

2
=

+

=
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無窮等比級數求和8

試求下列各式的和：

1 
5

3
n

n 1

3

=

e o/ 　2 
7

3 1
n

n

n 1

-3

=

/

無窮等比級數其和
r

a

1
=

-
。想法

[答：1 
2

3
　2 

12

7
]

 1 
5

3
n

n 1

3

=

e o/ 　&　首項為
5

3
， r

5

3
=

`　原式

1
5

3

5

3

2

3
=

-

=

2 原式 
7

3

7

1
n n

nn 11

= -
33

==

e eo o//  

1
7

3

7

3

1
7

1

7

1

=

-

-

-

 

4

3

6

1

12

7
= - =

試求下列各式的和：

1 
4

3

n

n

1

-
3

=

e o/ 　2 
12

6 4
n

n n

n 1

-3

=

/

[答：1 
7

3
- 　2 

2

1
]

 1 原式

1
4

3

4

3

7

3
=

- -

-

=-

e o

2 原式 
12

6

12

4
n

n

n

n

nn 11

= -
33

==

//  

2

1

3

1
n n

nn 11

= -
33

==

e eo o//  

1
2

1

2

1

1
3

1

3

1

=

-

-

-

 

1
2

1

2

1
= - =

無窮等比級數之應用9

一球自 120 公尺高度落下，若每次著地後

反彈高度為前次落下高度的
5

3
，則此球自

落下到接近靜止共經過多少公尺？

無窮等比級數之和
r

a

1
=

-
。想法

[答：480 公尺 ]

 除第一次外，其他路徑皆經過 2 次

所求 120 2 120
5

3

5

3
2

# # g= + + +e o> H  

120 240

1
5

3

5

3

#= +

-

 

 = 480（公尺）

將一單擺由最高處釋放任其自由擺動，第

一次擺動的路徑長為 50 公分，受空氣阻力

影響，每次擺動之路徑長為前次擺動路徑

長的
10

9
，試求從一開始到接近靜止，擺錘

擺動的總路徑長為多少公分？

[答：500 公分 ]

 總路徑長 

50 50
10

9
50

10

9
2

# # g= + + +e o

50 1
10

9

10

9
2

# g= + + +e o> H

50

1
10

9

1
500#=

-

= （公分）
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無窮等比級數之應用題10

如圖，直角 3 ABC 的兩股長為 AB = 16，

BC = 24，依次在三角形內作內接正方形

S
1
，S

2
，S

3
，⋯，試求所有內接正方形的面

積總和。

[答：144 平方單位 ]

 假設正方形 S
1
 的邊長為 x

利用相似三角形得

: :x x24 16 24= -^ h
x

5

48
& = ，即 S

1
 的邊長為

5

48

同理可得正方形 S
2
 的邊長為

25

144

且正方形 S
1
，S

2
，⋯的邊長成等比數列

公比 r

5

48

25

144

5

3
1

= =

因此正方形 S
1
，S

2
，⋯的面積也成等比數列

公比 r
5

3

25

9
2

2

= =e o

故正方形 S
1
，S

2
，⋯的面積總和為

1
25

9

5

48

144

2

-

=

e o
（平方單位）

已知一圓 C
1
 的半徑為 10，作圓 C

1
 的內接

正方形 S
1
，再作正方形 S

1
 的內切圓 C

2
，再

作圓 C
2
 的內接正方形 S

2
，如此繼續⋯，可

得一系列的圓 C
1
，C

2
，C

3
，⋯，試求其面

積總和。

[答：200 r平方單位 ]

 如圖

C
1
 半徑 = 10

C
2
 半徑 sin10 45# c=  

5 2=

依題意 C
1
，C

2
，C

3
，⋯的面積比為

r

r

10

5 2

2

1

1

2

2 2

= =f fp p

其公比為
2

1

所求 C
1
，C

2
，C

3
，⋯的面積總和為

1
2

1

100
200

r
r

-

= （平方單位）
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15-1

  1. lim
n

n

3 2

1

n 2

2

-

+
=

"3^
^ h

h 4

1 。

  2. 設 a
3

r
= ，b

4

r
= ，則 lim

a

a

b

b

2

7

5

9

n n

n

n

n

+
+

+
=

"3
> H 7 。

  3. 若 lim
n

an bn

3 7
2

n

2

-

-
=

"3
，則實數 a = 0 ，b = -6 。

  4. 無窮等比級數
x

x

x

x

1

2

1

2
2

g
+

+
+

+e o 收斂，試求：

1 x 之範圍為 x
3

1
11 1- 。

2 若總和 = 3，則 x =
5

3
。

  5. 
5

3 4
n

n n

n
1

1

+
=

3

+
=

/
10

11
。

  6. 無窮等比級數1
5

3

25

9

125

27
g- + - + 之和為

8

5
。

  7. 1
2

1

4

1

8

1

16

1

32

1

64

1

128

1

256

1
g- + + - + + - + + 依此規則到無限項之和為

7

6
。

  8. 已知無窮等比級數
. . .

10
1 001

10

1 001

10

1 001

10
n2

g g+ + + + + 之和為 P，則 P 之值為 10010 。

  【統測】

  9. . . . .a 0 4 0 4 0 4 0 4
n2 3

g g= + + + + +^ ^ ^ ^h h h h ， . . . .b 0 2 0 2 0 2 0 2
n2 3

g g= + + + + +^ ^ ^ ^h h h h ，

 則
b

a
=

3

8
。 【統測】

10. 無窮等比級數
3 1

1

3 3

1

3 3 3

1
g

+
+

+
+

+
+ =

2

3 。 【統測】

15-1

  1. 已知一無窮等比數列的任一項恰等於該項之後各項和的 3 倍，且其前兩項的和為
4

25
，則此

數列之公比為
4

1
。
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15-2   積分的概念與反導函數
重點一　定積分與面積

1. 定積分與面積：
設函數 y f x= ^ h在 ,a b7 A上連續，且 f x 0$^ h ，欲求 f x^ h圖形與 x 軸在 x = a 及 x = b 間所圍

的區域面積之步驟如下：

1 分割：將 ,a b7 A之間的線段 n 等分，再將此區域切割成許多細長條，對每個長條分別作出它

的下矩形與上矩形，所有下矩形的和稱為下和，所有上矩形的和稱為上和。

2 計算下和與上和：假設 n 個下矩形的高依次為 m
1
 , m

2
 , ⋯ , m

n
；n 個上矩形的高依次為

 M
1
 , M

2
 , ⋯ , M

n
，由此得： 下和

n

b a
m m m

n1 2# g=
-

+ + +` j，以 L
n
 表之。 

上和
n

b a
M M M

n1 2# g=
-

+ + +` j，以 U
n
 表之。

3 逼近：計算上和與下和之極限值，因 L
n
 # 區域面積 #  U

n
，若 lim limL U

n n n n
a= =

" "3 3
，則所求

區域面積 = a，如圖所示。

# #

此極限值稱為函數 y f x= ^ h在 ,a b7 A上的定積分，記作 f x dx
a

b ^ h# ，其中 a、b 分別稱為定積分

的下限與上限，此時稱函數 f x^ h在 ,a b7 A上可積分。

觀念補充 //

積分符號： f x dx^ h# 計算面積時，可看成是許多細長條面積的總和。

                           
長    寬

2. 定積分的幾何意義：
若 f x^ h在區間 ,a b7 A上可積分，則：

1 當 f x^ h恆為正值： f x dx
a

b ^ h# 表 f x^ h在 x = a、x = b 與 x 軸所圍成的面積，如圖1。

2 f x^ h不恆為正值： f x dx
a

b ^ h# 所圍面積 = R
1
 + ;R

2
; + R

3
 = R

1
 - R

2
 + R

3
，如圖2，R

1
、

R
2
、R

3
分別為三塊區域的面積。

圖1 圖2 375



3. 定積分的性質：
設 f x^ h與 g x^ h在區間 ,a b7 A上均可積分
1 f x dx 0

a

a
=^ h# 。

2 f x dx f x dx
a

b

b

a
=-^ ^h h# # 。

3 c f x dx c f x dx
a

b

a

b
: =^ ^h h7 A# # 。

4 f x g x dx f x dx g x dx
a

b

a

b

a

b
! !=^ ^ ^ ^h h h h7 A# # # 。

5 f x^ h在區間 ,a b7 A上可積分，設 a 1 c 1 b，則 f x dx f x dx f x dx
a

b

a

c

c

b
= +^ ^ ^h h h# # # 。

4. 反導函數：
兩函數 F x^ h與 f x^ h滿足 F x f x=l^ ^h h之關係，稱 F x^ h為 f x^ h的一個反導函數。
記作 f x dx F x=^ ^h h# + 常數 c，可見反導函數並不唯一。求反導函數的過程，稱不定積分。

觀念補充 //

1 將函數 f x^ h積分後得函數 F x^ h，再將函數 F x^ h微分後，則得原函數 f x^ h。
2 對不同變數微分，其意義不同；同樣對不同變數積分，其意義也不同

	 &　 f x dx f t dt f u du= =^ ^ ^h h h# # # ，但 f x dx f x dt!^ ^h h# # 。

5. 簡易的積分公式： x dx
n

x
c

1

n
n 1

=
+

+
+

# （n ! - 1，c 為常數）。

6. 分式與根式積分公式：

1 
x

dx x dx
n

x
c

1

1n

n
n 1

= =
- +

+
-

- +

## （n ! 1，c 為常數）。

2 x dx x dx

n

x
c

1
1

n n
n1
1

1

= =

+

+

+

## （c 為常數）。

7. 變數變換（又稱為代換積分法）：

型如 f g x g x dxl_ ^ ^hi h# ，利用微分連鎖律的性質，做變數變換的一種積分技巧。

f g x g x dxl_ ^ ^hi h# ，令 g x u=^ h ，則 g x
dx

du
du g x dx&= =l l^ ^h h ，

將原式代換成 f u du^ h# ，轉為一般積分處理。

觀念補充 //

f g x g x dx
a

b
l_ ^ ^hi h# ，令 g x u=^ h ，則利用變數變換法可表成 f u du

g a

g b ^
^

^
h

h

h# 。
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單元15   積  分

15

C

定積分的基本性質1

設 f x dx 5
2

3
=^ h# ， f x dx 4

3

6
=^ h# ，

　 g x dx 2
0

2
=^ h# ， g x dx 8

6

0
=-^ h# ，

則 f x g x dx6 5
2

6
- =^ ^h h7 A# ？

f x g x dx f x dx g x dx
a

b

a

b

a

b
! !=^ ^ ^ ^h h h h7 A# ## 。想法

[答：24 ]

 原式 f x dx f x dx6 6
3

6

2

3
= +^ ^h h< F##  

    g x dx g x dx5 5
0

6

0

2
- -^ ^h h< F# #  

6 5 4 5 8 2= + - -^ ^h h  
54 30= -  

24=

設 f x dx 3
1

3
=^ h# ， f x dx 1

3

4
=-^ h# ，

又 g x dx 2
1

2
=-^ h# ， g x dx 2

2

4
=^ h# ，

則 f x g x dx2 5
1

4
- =^ ^h h7 A# ？

[答：4 ]

 原式 f x dx f x dx2
3

4

1

3
= +^ ^h h< F##  

    g x dx g x dx5
2

4

1

2
- +^ ^h h< F##  

2 3 1 5 2 2= - - - +^ ^h h  
4=

定積分的幾何意義2

函數 f x^ h的圖形如右，
試求定積分 f x dx

2

3

-
^ h#

之值。

f x^ h不恆為正值時

f x dx f x
a

b
=^ ^h h# 在 x 軸上方面積 f x- ^ h在

x 軸下方面積。

想法

[答：-1 ]

 如圖所示

f x dx
2

3
=

-
^ h# A

1
 面積 - A

2
 面積

2

1
2 4

2

1
2 3 2# # # #= - +^ h

4 5 1= - =-

已知高斯函數 f x^ h在區間 ,2 3-7 A的圖形如
下，試求定積分 f x dx

2

3

-
^ h# 之值。

[答：0 ]

 f x dx
2

3

-
^ h#
2 1 1 1 0 1 1 2 1# # # #= - + - + + +^ ^h h7 6A @

0=
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求不定積分3

試求下列各不定積分：

1 x x dx-_ i#
2 x x x dx4 2 2 1

3 2+ - +_ i#

積分公式 x dx
n

x
c

1

n
n 1

=
+

+
+

# 。想法

[答： 1 
x x

c
2 3

22 3

- + （c 為常數） 

2 x x x x c
3

24 3 2+ - + + （c為常數）]

 1 x x dx-_ i#

x x dx2

1
= -b l# x

x c
2 3

2
2

2

3

= - +

x x
c

2 3

22 3

= - + （c 為常數）

2 x x x dx4 2 2 1
3 2+ - +_ i#

x x x x c
4

4

3

2

2

24 3 2= + - + +

x x x x c
3

24 3 2= + - + + （c 為常數）

試求下列各不定積分：

1 
x

x
dx

1
2

+#

2 x x x dx2 2 1
3 2- + -_ i#

[答： 1 
x x

c
2 1

- - + （c 為常數） 

2 x x x x c
2

1

3

14 3 2- + - + （c 為常數）]

 1 
x

x
dx

1
2

+#

x x dx2

3
2= +

- -b l#
-

x x c2 2

1
1=- - +

-

x x
c

2 1
=- - + （c 為常數）

2 x x x dx2 2 1
3 2- + -_ i#

x x x x c
2

1

3

14 3 2= - + - + （c 為常數）

變數變換法4

試求不定積分 x dx1 2
5

+^ h# 。

將 f g x g x dxl_ ^ ^hi h# 代換成 f u du^ h# 轉為

一般積分。
想法

[答： x c
12

1
1 2

6
+ +^ h ，c為常數 ]

 令u x1 2= +

du dx dx du2
2

1
& &= =

x dx1 2
5

+^ h#
u du u du u c

2

1

2

1

2

1

6

15 5 6# #= = = +# #

x c
12

1
1 2

6
= + +^ h ，c 為常數

試求不定積分 x dx2 3
5

+^ h# 。

[答： x c
12

1
2 3

6
+ +^ h ，c 為常數 ]

 令 u = 2x + 3

du dx dx du2
2

1
& &= =

x dx2 3
5

+^ h#
u du u c

2

1

2

1

6

15 6# #= = +#

x c
12

1
2 3

6
= + +^ h ，c 為常數
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單元15   積  分

15

C

15-2

  1. 已知 f x dx 3
a

b
=^ h# ， g x dx 7

a

b
=^ h# ，則 f x g x dx3 2

a

b
- =^ ^h h7 A# -5 。

  2. x x dx4 6 2
3 - + =_ i# x x x c3 2

4 2- + + 。

  3. 已知圖中三個區域 R
1
、R

2
、R

3
 的面積分別為 1、

3

2
、1，則 

f x dx f x dx f x dx3
1

2

0

1

2

3
+ + =^ ^ ^h h h## # 0 。

  4. 設 y f x= ^ h之圖形如圖，其中四個鋪色區域的面積分別為 R
1
 = 6， 

R
2
 = 8，R

3
 = 4，R

4
 = 5，試求下面兩積分： 

1 f x dx
a

b
=^ h# -3 。　2 f x dx

a

b
=^ h# 23 。

  5. 試求下列不定積分：

1 x x dx2
2 - =_ i# x x c

3

2

2

13 2- + ，c為常數 。

2 
x

x
dx

1
3

3 +
=# x

x
c

2

1
2

- + ，c為常數 。

  6. 試求下列不定積分：

1 x dx2 1
2

2

- =_ i# x x x c
5

4

3

45 3- + + ，c為常數 。

2 x x x dx2 1 1
2

4
+ + + =^ _h i# x x

c
5

1
2

5

+ +
+

_ i
，c為常數 。

  7. 設多項式函數 F x^ h為函數 f x x x3 2 1
2= - +^ h 的一個反導函數，且 F 2 2=^ h ，則 

F x^ h = x x x 4
3 2- + - 。

  8. 已知 F x x x dx1 2
5

= - -^ ^ ^h h h# ，則 F x =^ h x x
c

7

2

6

2
7 6

-
+

-
+

^ ^h h
，c為常數 。

  9. 由幾何圖形面積求定積分 x dx2
1

3
- =

-
# 5 。

10. 已知 f x dx 1
1

2
=^ h# ， f x dx 3

2

4
=^ h# ， g x dx 2

1

2
=^ h# ， g x dx 5

2

4
=^ h# ， 

則 f x g x dx2
1

4
+ =^ ^h h7 A# 15 。 【統測】
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15-3   多項式函數的積分

重點一　定積分

1. 微積分基本定理：

 設 f x^ h在區間 ,a b7 A  上可積分，若 F x f t dt
a

x
=^ ^h h# ，a # x # b，則 F x f x=l^ ^h h，

 且定積分：
a

f x dx F x F b F a
a

b
= = -

b

^ ^ ^ ^h h h h# 。

2. 定積分的數學應用：

若 f x^ h與 g x^ h在區間 ,a b7 A上均可積分
1 求單一函數圖形與 x 軸所夾面積：

1 若 f x 0$^ h ，則由 y f x= ^ h與 x 軸及 x = a，x = b 所圍成區域面積為 f x dx
a

b ^ h# 。

2 若 f x 0#^ h ，則由 y f x= ^ h與 x 軸及 x = a，x = b 所圍成區域面積為 f x dx
a

b
- ^ h# 。

2 求兩函數圖形所夾面積：

1 若 f x^ h恆大於 g x^ h，則由 y f x= ^ h， y g x= ^ h，x = a、

 x = b 所圍成區域面積為 f x g x dx
a

b
-^ ^h h7 A# 。

2 若 f x^ h不恆大於 g x^ h，則由 y f x= ^ h， y g x= ^ h，x = a、

 x = b 所圍面積為 f x g x dx
a

b
-^ ^h h# 。

觀念補充 //

兩曲線間面積  =（ f x^ h下方到 x 軸面積）扣減（ g x^ h下方到 x 軸面積） 

= f x dx g x dx f x g x dx
a

b

a

b

a

b
- = -^ ^ ^ ^h h h h7 A# # # 。

3. 定積分的力學應用：

 功是外力對位移所累積的物理量，若是恆力 F 作功，則功 = 力 # 位移（W = Fx）。

 若為變力F x^ h作功，且物體沿著F x^ h方向從 x = a 移動到 x = b，則變力作功W F x dx
a

b
= ^ h# 。
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單元15   積  分

15

C

求定積分1

試求下列各定積分之值：

1 x x dx3
2

3

1

- -
-
_ i# 　2 

x

x
dx

2

4

0

1

+

-#

a
f x dx F x F b F a

a

b
= = -

b^ ^ ^ ^h h h h# 。想法

[答：1 
3

4
　2 

3

4
- ]

 1 x x dx3
2

3

1

- -
-
_ i#

3-
x x x

3

1

2

1
3

3 2= - -
1

e o

3

1

2

1
3 9

2

9
9= - - - - - +e eo o

3

4
=

2 原式 
x

x x
dx

2

2 2

0

1
=

+

+ -_ _i i#  

x dx2
0

1
= -_ i#  

0

x x
3

2
22

3

= -
1

e o  

3

2
2

3

4
= - =-

試求下列各定積分之值：

1 x x dx3 2 1
2

1

3

+ -_ i# 　2 
x

x
dx

3

9

0

1

-

-#

[答：1 32　2 
3

11
]

 1 x x dx3 2 1
2

1

3

+ -_ i#

1x x x
3 2= + -

3_ i

3 3 3 1 1 1
3 2 3 2= + - - + -_ _i i

32=

2 原式 
x

x x
dx

3

3 3

0

1
=

-

- +_ _i i#  

x dx3
0

1
= +_ i#  

0

x x
3

2
32

3

= +
1

e o  

3

2
3

3

11
= + =

微積分基本定理2

已知 F x
dx

d
t dt5 16

x

1
= +^ ^h h; E# ，

試求 F 1^ h。

若 F x f t dt
a

x
=^ ^h h# ，則 F x f x=l^ ^h h。想法

[答：21 ]

 由微積分基本定理

F x
dx

d
t dt5 16

x

1
= +^ ^h h; E#

則 F x x5 16= +^ h
故 F 1 5 16 21= + =^ h

已知 F x
dx

d
t t dt2 1

x 2

1
= + +^ _h i; E# ，

試求 F 0^ h。
[答：1 ]

 由微積分基本定理

F x
dx

d
t t dt2 1

x 2

1
= + +^ _h i; E#

則 F x x x2 1
2= + +^ h

故 F 0 0 0 1 1= + + =^ h
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絕對值函數積分3

試求定積分 x dx2
1

3
-

-
# 。

先去絕對值再分段執行積分。想法

[答：5 ]

 
,

,x
x x

x x
2

2 2

2 21

$
- =

-

- -^ h*

x dx2
1

3
-

-
#

x dx x dx2 2
2

3

1

2
= - - + -

-
^ ^h h##

1- 2

x
x

x
x

2
2

2
2

2 2

=
-

+ + -

32

f fp p

2

9

2

1
= +

5=

試求定積分 x dx1
0

2
-# 。

[答：1 ]

 
,

,x
x x

x x
1

1 1

1 11

$
- =

-

- -^ h*

x dx1
0

2
-#

x dx x dx1 1
1

2

0

1
= - - + -^ ^h h##

10

x
x

x
x

2 2

2 2

=
-

+ + -

21

f fp p

2

1

2

1
= +

1=

代換積分4

試求 x x dx1
2

5

0

1

+_ i# 。

f g x g x dxl_ ^ ^hi h# 令 g x u=^ h ，

則 du g x dx= l^ h 代換成 f u du^ h# 。

想法

[答：
4

21
]

 令u x 1
2= + ，

dx

du
x dx

x

du
2

2
&= =

當 x  = 0，u = 1；當 x = 1，u = 2

原式
1

u du u

2 12 12

64 1

4

215 6

1

2
= = =

-
=

2

#

試求 x x x dx1 2 2
2

2

1

2
+ + -^ _h i# 。

[答：
6

215
]

 令 u = x
2
 + 2x - 2，

dx

du
x2 2= +

dx
x

du

2 2
& =

+

當 x = 1，u = 1；當 x = 2，u = 6

原式
1

u du u

2 6 6

2152 3

1

6
= = =

6

#
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單元15   積  分

15

C

利用定積分求曲線面積5

試求函數 f x x x3 4
2= -^ h 的圖形與 x = 2、

x = 4 及 x 軸所圍成的區域面積。

當 f x^ h為正值時 f x dx
a

b ^ h# 表 f x^ h在

x = a、x = b 與 x 軸所圍的面積。

想法

[答：32 平方單位 ]

 所求面積 x x dx3 4
2

2

4
= -_ i#  

2x x2
3 2= -

4_ i  

4 2 4 2 2 2
3 2 3 2# #= - - -_ _i i  

 = 32（平方單位）

試求函數 f x x x2 4
2= -^ h 的圖形與x = - 2、

x = -4及 x 軸所圍成的區域面積。

[答：
3

184
平方單位 ]

 所求面積 x x dx2 4
2

4

2
= -

-

- _ i#  

2-

4-

x x
3

2
2

3 2= -e o  

3

16
8

3

128
32= - - - - -e eo o  

3

184
= （平方單位）

利用定積分求兩曲線所夾面積6

試求拋物線 y = x
2
 與直線 y = 2x + 3 所圍成

的區域面積。

由兩函數 y f x= ^ h， y g x= ^ h，在 x = a 與

x = b所圍面積為 f x g x dx
a

b
-^ ^h h# 。

想法

[答：
3

32
平方單位 ]

 
y x

y x
x x

2 3
2 3

2
2

&
=

= +
= +*

x x x3 1 0 3& &- + = =^ ^h h 或 -1

所求面積

x x dx2 3 2

1

3
= + -

-
^ _h i8 B#

1-
x x x

3

1
3

3 2= - + +
3

e o

3

32
= （平方單位）

試求曲線 y = x
2
 - 1 與直線 y = x + 1 所圍成

的區域面積。

[答：
2

9
平方單位 ]

 
y x

y x
x x

1

1
1 1

2
2

&
= -

= +
- = +*

x x x x2 0 2 1 0
2

& &- - = - + =^ ^h h
x 2& = 或 -1

所求面積

x x dx1 1
2

1

2
= + - -

-
^ _h i8 B#

1-
x x x

3

1

2

1
2

3 2= - + +
2

e o

2

9
= （平方單位）
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定積分之物理應用7

虎克定律說明在比例限度內，物體的形變

量與所受外力成正比。今給一個遵守虎克

定律的彈簧，已知以 2 牛頓的力可將一彈

簧拉長 5 公分，今在比例限度內施力將此

彈簧由伸長量 20 公分變化至 30 公分，試

求施力所作的功。

變力作功，則功 W F x dx= ^ h# 。想法

[答：1 焦耳 ]

 設作用力 F x kx=^ h
依題意求彈性常數

&　2 = k # 0.05　&　k = 40

所以 F x x40=^ h
因此變力作功為

.0 2
xdx x40 20 1

.

. 2

0 2

0 3
= =

.0 3# （焦耳）

若一彈簧遵守虎克定律，且自然長度為 2

公尺，已知將它壓縮 0.4 公尺需用 2 牛頓的

力，試求在比例限度內將此彈簧從自然長

度壓縮成 1 公尺所作的功。

[答：
2

5
焦耳 ]

 設作用力 F x kx=^ h
依題意求彈性常數

&　2 = 0.4k　&　k = 5

所以 F x x5=^ h
因此變力作功為

0

xdx x5
2

5

2

52

0

1
= =

1

# （焦耳）
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單元15   積  分

15

C

15-3

  1. 試求下列各定積分的值： 

1 x x dx2
3

1

3

- =_ i# 12 。　2 x x x dx1
0

1
+ - =_ _i i#  

15

4
- 。

  2. 定積分的值 x dx1
2

3
+ =

-
#

2

17
。

  3. 設
,

,f x
x x

x x

2 0

2 0
2

#

$
=

-

+
^ h * ，則 f x dx

1

2
=

-
^ h#

6

55
。

  4. 函數 y = 4 - x
2
 和 x 軸所圍成的區域面積為

3

32
平方單位。

  5. 設某一個質點 A 作直線運動，x 秒時的速度為V x^ h公尺 / 秒，其中V x x x 2
2= - +^ h ，則從 

x = 2 秒至 x = 4 秒質點 A 的位移為
3

50
公尺。

  6. 求定積分 x x dx1
2 3

2

1

2

+ =
-

_ i# 81 。

  7. 如圖，二次函數 f x x a x a1
2= - + +^ ^h h 的圖形通過點 ,1 0_ i、 ,a 0_ i， 

其中 a 2 1。若區域 B 的面積為區域 A 面積的兩倍，則 a = 2 3+ 。

  8. 若函數 f x^ h的導函數為 f x x x3 6
2= +l^ h 且 f 1 3=^ h ，則 f x dx

0

2 ^ h# 之值為 10 。

  【統測】

  9. 右圖中鋪色部分之面積為
6

5
平方單位。

  【統測】

10. 在坐標平面上由拋物線 y x x2= -^ h與 x 軸所圍成的區域面積為
3

4
平方單位。 

 【統測】

11. x dx3

1

1
=

-
# 2

1
。 【統測】

15-3

  1. x dx4
2

3

4

- =
-
# 3

71
。
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15 

「人」是影響交通安全最重要的因素，也是交通管理最重要的對象，所以要減少交通事
故發生需喚起用路大眾對交通安全的覺醒，只要充分遵守交通規則，就能掌握安全駕駛
的精神。假設某汽車以每秒 20 公尺的速度在道路上直線前進，當駕駛看到前面紅燈亮
起，便腳踩煞車，此時車子改以 t 秒時 v = 20 - 4t 的速度前進，試求自踩煞車開始至車
子停止時，此車共行駛多少公尺？

題目

 回顧：微積分基本定理很重要，別小看這個定理，這個定理構築了微積分的博大精深。當我們解一
道題時，就是要透過題目來熟悉並理解背後所牽涉的種種數學思路和方法，利用問題來串連觀念，
思辨分析，掌握抽象，進而提升數學的解題實力。

汽車以每秒 20公尺的速度前進 

當踩煞車時車子改以 v = 20 - 4t的速度前進 

求自踩煞車開始至車子停止時共行駛多少公尺？

若 f x^ h在 ,a b7 A上連續，且 F x^ h為 f x^ h的反導函數 

則
a

f x dx F x F b F a
a

b
= = -

b

^ ^ ^ ^h h h h#

試求定積分 t dt20 4
0

5
-^ h# 的值

依題意，因為汽車停止時的速度為 0 

亦即 20 - 4t = 0，得 t = 5

所以計算踩煞車後行駛的距離為

0
t dt t t20 4 20 2 100 50 502

0

5
- = - = - =

5

^ _h i# （公尺）

關　鍵 　 字

單 元 公 式

翻譯成數學式

解 題
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★表難題

15 

15

C

  1. 一船錨在船下 10 公尺處，已知船錨重達 1900 公斤，錨鍊每公尺重 10 公斤。今欲收錨啟航，

假設考慮錨鍊重量，且收錨過程中絞盤機械所承受的錨鍊重量會隨著收錨深度而均勻遞減。

已知船舶絞盤克服重力（不計浮力）所承受的拉力為 F x x2000 10= -^ h （公斤重），試問收

妥錨需作功多少焦耳？（1 公斤重≒ 10 牛頓）

答：195000 焦耳

  2. 人體對物體施力使物體產生位移，是必須消耗能量的。以「能量守恆」的觀點來看，施力消

耗的能量不會無故消失，而是以其他形式的能量相互轉換。假設長度為 3 公尺，質量為 m 公

斤的均勻纜繩，其中 2 公尺長置於一無摩擦力之水平桌面上，另外 1 公尺長則懸吊於桌邊自

然下垂，已知為克服重力，當纜繩拉回 x 公尺之拉力為 F x
m

x
3

1= -^ ^h h公斤重，試求將此纜
繩全部拉回桌面上所需作的功為多少焦耳？（1 公斤重≒ 10 牛頓）

答： m

3

5 焦耳

  3. 根據市場調查，消費者會因為商品價格而影響其購買的意願。因此我們定義商品的需求數量

與影響需求數量之因素（如價錢）的相互關係為需求函數。假設需求函數視為商品價格對需

求數量的變化率，已知某款新上市商品在第一週銷售統計上，發現其市場上的需求函數為

f x x1300 3
2= -^ h （ x0 20# # ），其中 x為需求數量，試求消費者欲購買 10份該商品所

願意支付的金額為多少？

答：12000元

高三人的期許

一閃一閃亮晶晶，滿天都是小星星。統測過後，大家一起去摘星！
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★表難題

15 
統測解題影音

（ D ） 1. 不定積分
x

x
dx

2

3+
=# ？

A x x C
2

1

2

3
2

1

2

1

+ +
-

　B 

x
x

C
2

3

2

3

3

+

+

x

　C 

x
x

C

3

4

2
3

2

3

2

+

+

x

　D x x C
3

1
32

3

2

1

+ + 。

（ C ） 2. 小明計畫由基隆沿國道一號開車南下高雄渡假。早上 8：00經過中興隧道 0公里

處的起點，經紀錄儀錶板上車速變化，在 8：00開始後，時間 t（小時）的速度函

數為 .v t t t1 5 6 90
2=- + +^ h （公里 / 小時）。若依此速度變化，則 11：00時小明

應該最接近哪一個服務區？　A泰安服務區（158公里處）　B西螺服務區（229

公里處）　C新營服務區（284公里處）　D仁德服務區（335公里處）。【111C】

（ A ） 3. x dx3 2
110

1

3
- =^ h# ？

A 
333

7 1
111 -

　B 
333

3 1
111 -

　C 
330

7 1
110 -

　D 
111

7 1
111 -

。 【110C】

（ A ） 4. x
x

x
x

dx
1 1

1

4
+ - =f ep o# ？　A 

5

57 　B 
5

77 　C 
5

87 　D 
5

107 。 【110C】

（ A ） 5. 若無窮級數為
n n

2

1

n 1

+3

=

^ h/ ，則前 5 項之和為何？

A 35　B 40　C 45　D 50。 【110B】

（ B ） 6. 若 f x x 1
2

100
= +^ _h i ，則 x f x dx f x dx f x dx2

0

1

1

3

3

0
+ + + =^ ^ ^h h h7 A# # # ？

A 0　B 1　C 2　D 3。 【110B】

（ D ） 7. 設 g x x2 1= -^ h ，已知在閉區間 ,1 1-7 A上 f x 1$^ h 且 f x dx 5
1

1
=

-
^ h# ，則此兩曲線 

y f x= ^ h與 y g x= ^ h在閉區間 ,1 1-7 A所圍成區域的面積為何？　
A 4　B 5　C 6　D 7。 【109C】

（ C ） 8. 求 x x x dx30 16 20
5 7 3

2

2

- - =
-
_ i# ？　A - 192　B - 6　C 0　D 192。 【109B】

（ D ） 9. 已知 F x
dx

d
t dt1

x 2

1
= +^ _h i; E# ，則 F 1 =^ h ？　A - 1　B 0　C 1　D 2。【108C】

（ C ） 10. 在理想環境下，將一球自離地面 30 公尺處垂直落下，球只會上下垂直來回彈跳。

若每次反彈高度為前一次高度的
5

2
，則此球靜止前所經過的路程為多少公尺？　

A 50　B 60　C 70　D 80。 【108B】

（ D ） 11. 設函數 f x x x3 2 1
2= + +^ h 。試問曲線 y f x= ^ h在 x = 1 及 x = 2 之間與 x 軸所包圍

之區域的面積為何？　A 5　B 7　C 9　D 11。 【108B】

【111C】
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15

C

（ C ） 12. 若函數 f x^ h的導函數 f x x x2 3
2= - -l^ h ，且 f 0 6=^ h ，則 f x^ h的相對極小值為

何？　A - 5　B - 4　C - 3　D - 2。 【107C】

（ A ） 13. x dx4 1
3

4

1

2

1

- =^ h# 　A 
16

1
　B 

12

1
　C 

4

1
　D 

3

1
。 【107C】

（ A ） 14. x dx2 5
4

0
+ =

-
# 　A 

2

17
　B 8　C 

4

17
　D 4。 【107C】

（ B ） 15. 設 f x^ h為多項式函數，若 f x dx 1
1

3
=^ h# 、 f x dx 4

2

5
=^ h# 且 f x dx 2

2

3
=^ h# ， 

則 f x dx
1

5
=^ h# 　A 1　B 3　C 5　D 7。 【106C】

（ C ） 16. 求定積分 x x dx6 1
2

2

0

2

-_ i# 之值。　A 24　B 26　C 28　D 30。 【106B】

（ B ） 17. 試求定積分 x dx2 1
1

3
-

-
# 之值 = 　A 

2

15
　B 

2

17
　C 

2

19
　D 

2

21
。 【105C】

（ B ） 18. 設 f x x x3
3 2= +^ h ， g x 4=^ h ，則兩函數 y f x= ^ h與 y g x= ^ h之圖形所圍成的封閉

區域面積為何？　A 
4

11
　B 

4

27
　C 

4

91
　D 

4

221
。 【105C】

（ D ） 19. 試求 lim
n

n

n

n n2 1

2

2 2

n

2 2+
-

+

+ +

"3
f p之值 = 　A 0　B 1　C 2　D 3。 【105C】

（ D ） 20. 試求曲線 y =  - x
2
 + 1 在 x = - 1、x = 2 之間與 x 軸所圍成區域的面積。　

A 
3

4
　B 

3

5
　C 

3

7
　D 

3

8
。 【105B】

（ A ） 21. 求 x x dx1 2 1 2
3

3
- + =

-
^ ^h h# 　A - 66　B - 33　C 33　D 66。 【104C】

（ D ） 22. 由 y
x

x
2 2

1
2

=- + + ，y = 1 和 x = 0 所圍成的區域，如圖陰影

部分，則此區域面積可由下列何式求得？

A 
x

x dx
2 2

1
2

0

1

- + -f p# 　B 
x

x dx
2 2

1
2

0

1

- -f p#

C 
x

x dx
2 2

1
2

0

1

- + +f p# 　D 
x

x dx
2 2

1
2

0

1

- +f p# 。 【104C】

（ D ） 23. 曲線 y f x x x3 2 1
2= = + +^ h 在 x = 1、x = 3 之間與 x 軸所圍成之區域的面積為何？

A 12　B 18　C 24　D 36。 【104B】

（ B ） 24. 設 f x x2 3
2= -^ h ， g x x3

2= -^ h ，則定積分 f x g x dx
3

3
-

-
^ ^h h7 A# 之值為何？　

A 0　B 18　C 42　D 54。 【統測】
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