
單元9   指數與對數

9

C

9

9-1   指數

重點一　 指數

1. 指數：

1 正整數指數：a # a # ⋯ # a = a
n
（n 個 a 相乘，n N! ），其中 a 稱為底數，n 稱為指數。

2 零指數：a
0
 = 1，但 0

0
無意義。

3 負整數指數： a
a

1n

n
=

-
。

4 分數指數（a 2 0）：

1 na an

1

=

2 a n

m

= a
mn

5 指數律：

1 a a a
m n m n# =

+

2 a am
n m n

=
#_ i

3 a b ab
n n n
# = ^ h

觀念補充 //

設 ab ! 0，
a

b

b

a
n n

=

-

e eo o 。

新增 無

刪除 指（對）數方程式、指（對）數不等式 9

C
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指數化簡1

若2 2 2 2
r3# # = ，試求 r =？

a a a
m n m n# =

+
，且

n
a an

1

= 。想法

[答：
6

11
]

 原式 2 2 2 2 22

1

3

1
1

2

1

3

1

6

11

# #= = =
+ +

r
6

11
` =

若3 9 3
r3 3

2
# =` j ，則 r =？

[答：
3

13
]

 原式 3 3 3 3
3

3

2
2

3
3

4

3

13

#= = =
+c m

r
3

13
` =

指數律2

試求下列各式之值：

1 .
25

4
0 25

.
.

1 5
1 5

#

-
-e ^o h

2 
81

49
.0 5

e o
8

27
3

2

#e o

a
a

1n

n
=

-
，且

n
a an

1

= 。想法

[答：1 125　2 
4

7
]

 1 原式 
25

4

4

1
2

3

#=
-e o  

25

1
2

3

=
-e o  

25 125
3= =

2 原式 
9

7

2

3
2

2
2

1
3

3

2

#= f ep o> H  

9

7

4

9
#=  

4

7
=

試求下列各式之值：

1 .16 0 0625
.0 25 4

3

#
- -^ h

2 .
2

3
0 4

2
2

'

-

e ^o h

[答：1 4　2 
9

25
]

 1 原式 .16 0 5
.0 25 4 4

3

#=
-

-

^ h9 C  

2
2

14 4

1 3

#=
-

-

_ ei o  

4=

2 原式 
3

2

2

5
2 2

#= e eo o  

9

25
=
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指數運算3

已知正數 a，滿足 a
2x

 = 5，

則
a a

a a
x x

x x3 3

+

+
=

-

-

？

a b a b a ab b3 3 2 2
+ = + - +_ ^ _i h i。想法

[答：
5

21
]

 原式 
a a

a a a a1

x x

x x x x2 2

=
+

+ - +

-

- -_
_
_i

i
i

 

a a1
x x2 2= - +

-  

5 1
5

1
= - +  

5

21
=

若 a
2x

 = 2，則
a a

a a
x x

x x3 3

-

-
=

-

-

？

[答：
2

7
]

 原式 
a a

a a a a1
x x

x x x x2 2

=
-

- + +

-

- -_ _i i
 

a a1
x x2 2= + +

-  

2 1
2

1
= + +  

2

7
=

求指數次方數4

試求下列各式中 x 之值：

1 
3

1
9

x

x

3

2 9=

-

+e o

2 . .0 2 0 04
x x3 4 2

=
- -^ ^h h

化成相同底數，再運用指數律。想法

[答：1 x = -3　2 x = 0 ]

 1 原式　 &　3 3
x x3 2 2 9=

- - +^ ^h h  

&　 -x + 3 = 4x + 18 

&　 x = -3

2 原式　 &　 . .0 2 0 2
x x3 4 2 2

=
- -^ ^ ^h h h

 

&　 3x - 4 = 2x - 4 

&　 x = 0

試求下列各式中 x 之值：

1 
8

1

2

1
x x3 2 4 2

=

- +

e fo p

2 
2

1
16

x
x

1 3
1

=

+
-e ^o h

[答：1 x = 1　2 x
7

3
= ]

 1 原式　 &　2 2
x x3 2 2

1
4 2

=
- - +3- ^ ^h h

 

&　 -9 + 6x = -2 - x 

&　 x = 1

2 原式　 &　 2 2
x x1

1 3 4 1=-
+ -_ ^i h  

&　 -1 - 3x = 4x - 4 

&　 x
7

3
=
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9-1

  1. 試求下列各式之值：

1 . .3 2 0 82

5

2

5

# =
-^ ^h h 32 。

2 7 6 7 6
10 10
#+ - =` `j j 1 。

  2. 設 a ! 0，化簡 a a
4 2

3
4

# =-

-

_ i; E a
8 。

  3. 設 a、b 為正數，化簡下列各式：

1 
a a3 34 5

6

# =-
-

a k a 。

2 
a b ab2

1

6

1 2

3

4

1

# =-b ^l h a 。

  4. 化簡
ab

ab a b
a b

r s

1

23
#

=
-

，則 r + s = 2 。

  5. 若 a
x
 + a 

-x
 = 3，則

a a

a a
x x

x x

2 2

3 3

+

+
=

-

-

7

18
。

  6. 試求下列各式中 x 之值：

1 若
9

4

2

3
x x3 9

=

+ -

e eo o ，則 x = 1 。

2 若 16
256

32x
x

3
3 6

=
+` j ，則 x = 16 。

  7. 「十二平均律」是鋼琴音階的依循規則﹕每一個音的弦長都是前一個音弦長的
2

1
12
倍。設第

一個音弦長為 1，則第 2 個音弦長為1
2

1
12

# ，依此，第 7 個音弦長為
2

2 。

  8. 已知 3
x
 = 2，則 27

 -x
 =

8

1
。

  9. 若 2 8 64 4
a53

# # = ，則 a =
20

19
。 【統測】

10. 設 r 為有理數，且5 4 40
2

5r 3
3

2

= +f p ，則 r =
3

8
。 【統測】
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9-2   指數函數及其圖形

重點一　 指數函數及其圖形

1. 指數函數：

 規定 a 2 0 且 a ! 1，則函數 y f x a
x= =^ h 就稱以 a 為底數的指數函數。

觀念補充 //

當 a = 1 時，y = 1
x
 = 1 為常數函數，不用討論。

當 a 1 0 時，無法定義，所以規定 a 2 0 且 a ! 1。

1 定義域：所有實數。

2 值域：y = a
x
 恆為正數　&　 y y 02& 0。

3 圖形：指數函數 y = a
x
 的圖形如下：

0 1a� �

4 觀察上圖：

1 其圖形恆過點 ,0 1_ i，且分布在 x 軸上方（即 y = a
x
 恆為正數）。

2 y = a
x
 之圖形非常接近 x 軸，但不相交（以 x 軸為漸近線）。

2. 指數函數 y = a 
x
 之遞增遞減：

 當 a 2 1 時，為遞增函數；當 0 1 a 1 1 時，為遞減函數。
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指數函數圖形1

右圖是函數

y = a
x
 + b 之圖形，

其中 y = 1為漸近

線且點 ,P 2
2

3e o在

圖形上，試求數對 ,a b_ i。

當 0 1 a 1 1 時，y = ax 為遞減函數，

且以 x軸為漸近線。
想法

[答： ,
2

2
1f p ]

 y - b = a
x
 之漸近線為 y - b = 0

與 y = 1 相同，得 b = 1

點 ,P 2
2

3e o代入　 &　 a
2

3
1

2= +  

&　 a
2

12 =  

&　 a
2

1

2

2
= =

故數對 , ,a b
2

2
1=_ fi p

右圖是函數

y = a
x
 + b之圖形，已

知圖形通過 ,0 1-_ i
與 ,3 0_ i兩點，試求
數對 ,a b_ i。
[答： ,2 23 -` j ]

 點 ,0 1-_ i代入　 &　-1 = a
0
 + b 

&　b = -2

點 ,3 0_ i代入　 &　 0 = a3
 - 2 

&　 a
3 = 2 

&　 a 23=

故數對 , ,a b 2 23= -_ `i j

指數比大小2

試比較 a 93= ，b 815= ，c = 3 的大小。

當 a 2 1 時，y = ax 為遞增函數，x 愈大，

y值愈大。
想法

[答：c 2 b 2 a ]

 a 9 9 33 3

1

3

2

= = =

b 81 81 35 5

1

5

4

= = =

c 3
1=

底數 3 是遞增函數

1
5

4

3

2
a 2 2

`　 c 2 b 2 a

試比較 a = 2，b 43= ，c
4

1
.0 25

=

-

e o 的大小。

[答：a 2 b 2 c ]

 a = 2
1

b 4 23 3

2

= =

c
4

1
2 2

.0 25

2 4

1

2

1

= = =

-

-
-e _o i

底數 2 是遞增函數

1
3

2

2

1
a 2 2

`　a 2 b 2 c
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遞增函數與遞減函數3

試求滿足 .0 25 8
x x1 12

- -^ h 之 x 的範圍。

y = ax，當 a 2 1為遞增函數，

當 0 1 a 1 1為遞減函數。
想法

[答：x 2 1 ]

 原式　 &　
4

1
2

x
x

1

3
1

2

-
-e _o i  

&　 2 
-2x + 2

 2 2
3 - 3x

a　底數 2 是遞增函數

`　-2x + 2 2 3 - 3x　&　x 2 1

試求滿足 4
2 - x

 1 2 
x - 11

 之 x 的範圍。

[答：x 2 5 ]

 原式　&　2
4 - 2x

 1 2
x - 11

a　底數 2 是遞增函數

`　4 - 2x 1 x - 11

&　3x 2 15

&　x 2 5

指數函數素養題4

某游泳訓練機構統計發

現，經過 x小時的訓

練，學員掌握游泳技巧

的「能力分數」為函數

f x a100 1
x= -^ _h i，其中 a是常數，圖是

y f x= ^ h的部分圖形。當能力分數為 75 時，

表示此學員可以游完 100 公尺的距離，試

問一名學員應接受幾小時的訓練，才能游

完 100 公尺？

指數函數的應用。想法

[答：32 小時 ]

  a　函數圖形通過點 ,16 50_ i
 `　將其代入函數得 a50 100 1

16= -` j

&　 .a 0 5
16 = 　 &　 .a 0 516

1

=

即函數 .f x 100 1 0 5
x

16= -^ dh n

若 .f x 75 75 100 1 0 5
x

16&= = -^ ch m

. . .0 5 0 25 0 5
x

16
2

& = = ^ h
x

16
2& =

 &　x = 32

因此學員應該接受 32 小時的訓練

才能游完 100 公尺

右圖為某種病毒在

血液中的濃度 y（萬

個／毫升）與用藥

時間 x（月）的關係

圖。設其關係為指

數函數 y = k # a
x
，

k 是常數，試求當

x
2

5
= 時病毒在血液中之濃度。

[答：2 2萬個／毫升 ]

 當 x = 0 時，y = 16

則 y = k # a
0 = 16　&　k = 16

當 x = 1 時，y = 8

則 y = 16 # a
1 = 8　&　 a

2

1
=

故可得此函數為 y 16
2

1
x

#= e o

當 x
2

5
= 時代入

&　 y 16
2

1
2 22

5
4 2

5

# #= =
-e o

2 2 22

3

= = （萬個／毫升）

221



9-2

  1. 設 a 3= ，b 274= ， c 3 3= ， d 96= ，則 a 、b 、c 、d 之大小順序為 

b = c 2 a 2 d 。

  2. 若 2
x - 1

 2 8
x + 1
，則 x 的範圍為 x 1 -2 。

  3. 如圖，A、B、C、D 分別為指數函數 y = a
x
，y = b

x
，y = c

x
，y = d 

x
 的圖形，

則 a、b、c、d 的大小關係為 b 2 a 2 d 2 c 。

  4. 設 A a
23

= ， B a
34

= ，C a
45

= ，若 0 1 a 1 1，則 A、B、C 三數的大小關係為 

A 2 B 2 C 。

  5. 圖1為指數函數 y = a
x
 的圖形，其中 0 1 a 1 1，則 c = -4 。

  6. 圖2為 y
2

1
x

= e o 的圖形，設 P、Q分別為直線 y
2

3
= ，y = 3 與 y

2

1
x

= e o 的交點，則線段 PQ

的長度為
2

13 。

  7. 蛋糕從 210cC的烤箱拿出來放在 30cC的室溫下，經過 t 分鐘後的溫度 T cC符合牛頓提出的

冷卻定律，公式為T h H h a
t#= + -

-^ h ，其中 a 2 0 為蛋糕的冷卻係數。已知 4 分鐘後測量

蛋糕溫度為 50cC，則蛋糕的冷卻係數為 3 。（提示：h = 30，H = 210）

  8. 假設在實驗室中有一群果蠅，其數量為依指數成長的函數： f t r 5
kt#=^ h ，t 表天數，r、k 

為常數。已知在第 2 天之後有 150 隻，在第 4 天之後有 450隻，則在開始實驗時有

50 隻果蠅。

  9. 小新以保溫杯的保溫效果為研究專題，他發現保溫杯隨著時間 (x)不同，溫度 (y)會呈曲線下

降，如圖3。若假設其數學模型為指數函數 y = c # a
x
，其中 c、a 為常數。則 a、c 之值分

別為 2 12

1
- 、 100 。

10. 若 .a 0 7 3

1

= ^ h ， .b 0 49 5

1

= ^ h ， .c 0 343 7

1

= ^ h ，則 a、b、c 之大小順序為 a 2 b 2 c 。【統測】

圖1 圖2 圖3222
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9-3   對數

重點一　 對數

1. 對數的定義：

 規定 a 2 0 且 a ! 1，當 a
x
 = b（b 2 0），用符號 log 

a  
b 來表示 x，其中 a 為底數，b 為真數。

2. 指數與對數的互逆性質：

 a
x
 = b　+　x = log

a
b

 1 log
a
1 = 0　2 log

a
a = 1　3 log

a
a

x
 = x　4 a b

log b
a = 。

觀念補充 //

對數的底數與真數有其限制，下列是沒有意義的符號，例如：

log
1
5（底不可為 1），log

0
5（底不可為 0），log 

-5
1（底不可為負），

log
2
(-5 )（真數不可為負），log

2
0（真數不可為 0）。

3. 對數的運算性質：

1 log log logA B A B
a a a

#+ = ^ h。例如： log log log log8 4 8 4 32
2 2 2 2

#+ = =^ h 。

2 log log logA B
B

A
a a a

- = e o。例如： log log log log8 4
4

8
2

2 2 2 2
- = =e o 。

3 log logA n A
a

n

a
#= 。

4 換底公式： log
log

log
A

a

A

a
b

b
= 。例如： log

log

log
8

4

8

4
2

2
= 。

5 log
log

b
a

1
a

b

= 。

6 連鎖原理： log log log logb c d d
a b c a

# # = 。

7 log logA
n

m
A

a

m

a
n = 。

觀念補充 //

對數相加： log log log log2 3 2 3 6
10 10 10 10

#+ = =^ h 。

對數相減： log log log2 3
3

2
10 10 10

- = 。

對數相乘： log log2 3
10 10

# =照做，只能 0.3010 # 0.4771。

對數相除： log log
log

log
2 3

3

2

10 10
10

10
' = =想到反換底 = log

3
2。
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求對數值1

設 .log x 0 25
4

1 =- ，試求 log
x
2 =？

ax = b　+　x = loga  b。想法

[答：2 ]

 原式

x
4

1

4

1.0 25
4

1

& = =
- -e eo o

2 22 4

1

2

1

= =-
-_ i

2=

log log2 2 2
x 2

` = =

設 log x2 2
4

= ，試求 log
3

4
x

= ？

[答：-1 ]

 原式

log x2 2
4

& =

4 2 2
x

& =

2 2
x2 2

3

& =

x
4

3
& =

log log
3

4

3

4
1

x
4

3` = =-

對數運算2

試求 log log log
3

5
6

49

1
10 10 7

+ + 之值。

log log logA B A B
a a a

#+ = ^ h。想法

[答：-1 ]

 原式 log log
3

5
6 7

10 7

2#= +
-e o  

log 10 2
10

= + -^ h  
1=-

試求 log log log
5

7
35 8

5 5
2

1- + 之值。

[答：-5 ]

 原式 log log
5

7
35

2

1
5

2

1

3

'= +

-

e eo o  

log
25

1
3

5
= + -^ h  

5=-
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對數運算3

試求 log log log4
2

1
25 2 125

10 10 10
- + 之值。

log log logA B
B

A
a a a

- = e o，

且 log logA n A
a

n

a
#= 。

想法

[答：2 ]

 
原式

 
log log log4 25 12510 10

2

1

10

2

= - + ` j  

log log log4 5 125
10 10 10

= - +  

log
5

4 125
10

#
= e o  

log 100
10

=  

2=

試求 log
5
15 + 2log

5
75 - 3log

5
3 之值。

[答：5 ]

 原式 log log log15 75 3
5 5

2

5

3= + -  

log
3

15 75
5 3

2#
= f p  

log 5
5

5=  

5=

對數與指數之互逆性質4

試求5 3
log log2 2 5

5 3+ 之值。

a b
log b

a = 。想法

[答：27 ]

 原式 5 3
log log2 5

5 3

2

= +  

2 5
2= +  

27=

試求 log

log

2

3

5

5

2 之值。

[答：3 ]

 原式 2
log 3

2=  

3=
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對數表法綜合應用5

若 a = log
10

2，b = log
10

3， 試以 a、b 表示

log 15
10 。

log log logA B A B
a a a

#+ = ^ h，
log logA n A

a

n

a
#= 。

想法

[答： b a
2

1
1+ -^ h ]

 log log log15 15
2

1
15

10 10
2

1

10
= =

log log
2

1
3 5

10 10= +` j

log log
2

1
3

2

10
10 10

= + e o> H

b a
2

1
1= + -^ h

若 a = log
5
2，b = log

5
3，試以 a、b 表示

log
5
90。

[答：a + 2b + 1 ]

 log log90 2 5 35 5
2# #= _ i

log log2 1 2 3
5 5

= + +

a b2 1= + +

對數運算6

試求 log log log log4 2 3 9
3 9 2 4

+ +` `j j之值。

log log logA B A B
a a a

#+ = ^ h，
log logA n A

a

n

a
#= 。

想法

[答：5 ]

 原式 log log log log2 2
2

1
2 3 3

3 3 2 2= + +e `o j  

log log
2

5
2 2 3

3 2= e `o j  

5=

試求 .log log log log5 25 2 0 5
2 4 5 25

+ +` `j j
之值。

[答：1 ]

 原式

log log log log5 5 2
2

1
22 2 5 5

= + + -` ej o> H

log log2 5
2

1
22 5

= ` ej o

1=
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  1. 試求下列各式之值：

1 若 log 6
2

1
x 3

=
-

，則 x = 39 。

2 若 log 9 3 5
x

= ，則 x = 3 。

  2. log log log
3

1
8

5

1
9

2

1 25
- + = 2 。

  3. log log log log32 27 6
3

128
4 3 2 2

+ + + =
2

33
。

  4. log log log log7 63 4
27

4
3 3 3 3

- + - = 1 。

  5. 設 log
10

3 = a， log
10

11 = b，試以 a、b 表示：

1 .log 9 9
10

= 2a + b - 1 。

2 log
11

27
10

= 3a - b 。

  6.  3 10
log log8 2 3

3 10+ = 17 。

  7. 
log log

log log

3

1
4

2 9

5 7

3

5 7

#

#
=

e o 2

3
- 。 【統測】

  8. 已知 a 2 0，b 2 0，a ! 1。若 a
5
 = b

3
，則 log

a
b =

3

5
。 【統測】

  9. log log 102 10
e o可化為 -3 。 【統測】

10. 設 a、b、c 均為異於 1的正數，且滿足 abc = 1，則 log
a
b + log

a
c + log

b
c + log

b
a + log

c
b + 

log
c
a之值為 -3 。 【統測】

9-3

  1. 已知 x 2 0，y 2 0，若 x + y = 4，則 log
4
x + log

4  
y 之最大值為 1 。

  2. log log log log30 3 30 2710

3

10

3

10 10
#- - =` `j j 1 。
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9-4   對數函數及其圖形

重點一　對數函數

1. 對數函數：

令 logy f x x
a

= =^ h （a 2 0 且 a ! 1），稱以 a 為底數，x 為真數的對數函數。

1 定義域：所有正實數，即真數 x 2 0。

2 值域：所有實數，即 y y R!& 0。
3 圖形：

0 1a� �

4 觀察上圖：

1 其圖形恆過點 ,1 0_ i，且分布在 y 軸右方。

2 y = log
a  

x 之圖形非常接近 y 軸，但不相交（以 y 軸為漸近線）。

2. 對數函數 y = log a x 之遞增遞減：

 當 a 2 1 時，為遞增函數；當 0 1 a 1 1 時，為遞減函數。

3. 對數函數與指數函數圖形對稱於直線 x = y。

1 a 2 1  2 0 1 a 1 1
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9

C

對數的基本性質1

試求 x的範圍使對數 log x4x
2-_ i 有意義。

對數有意義需滿足底數 2 0 且底數 ! 1，

真數 2 0。
想法

[答：0 1 x 1 2，但 x ! 1 ]

 底數 2 0 且底數 ! 1　&　x 2 0 且 x ! 1

真數 2 0　+　4 - x
2
 2 0　

&　 x
2
 - 4 1 0

&　 x x2 2 01+ -^ ^h h
&　 - 2 1 x 1 2

綜合上述取 0 1 x 1 2，但 x ! 1

若對數 log x x2 8x
2 - -_ i 有意義，則 x之

範圍為何？

[答：x 2 4 ]

 底數 2 0 且底數 ! 1　&　x 2 0 且 x ! 1

真數大於 0　+　x
2
 - 2x - 8 2 0

&　 x x2 4 02+ -^ ^h h
&　x 2 4 或 x 1 -2

綜合上述取 x 2 4

對數比較大小2

若 loga 2
2

= ， logb 3
2

= ，

logc
4

9
2

= ，試比較 a、b、c之大小。

當 a 2 1 時，y = loga  x為遞增函數。想法

[答：c 2 a 2 b ]

 底數 2 12 ，為遞增函數

4

9
2 3a 2 2

c a b` 2 2

若 loga
3

1

2

1= ， logb 3

2

1= ，

logc 3

2

1= ，試比較 a、b、c 之大小。

[答：a 2 b 2 c ]

 底數
2

1
11 ，為遞減函數

3 3
3

1
a 2 2

`　 a 2 b 2 c
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遞增函數與遞減函數3

試求滿足不等式 log logx x2 3 6
3 3

2- -^ ^h h
之 x 的範圍。

當 a 2 1 時，y = loga  x為遞增函數。想法

[答：3 1 x 1 6 ]

 檢查對數有意義條件：真數大於 0

&　2x - 3 2 0 且 6 - x 2 0

&　 x
2

3
61 1 ⋯⋯1

因底數 3 2 1，為遞增函數

再比較真數：2x - 3 2 6 - x　

&　3x 2 9

&　x 2 3⋯⋯2

由12得 3 1 x 1 6

試求滿足不等式 log logx x3 1 4 2
2 2

2- -^ ^h h
之 x 的範圍。

[答：1 1 x 1 2 ]

 檢查對數有意義條件：真數大於 0

&　 x3 1 02- 且 x4 2 02-

&　 x
3

1
21 1 ⋯⋯1

因底數 2 2 1，為遞增函數

再比較真數：3x - 1 2 4 - 2x

&　5x 2 5　

&　x 2 1⋯⋯2

由12得 1 ＜ x ＜ 2

對數函數素養題4

目前國際使用芮氏規模來表示地震強度，

設 E r^ h為地震芮氏規模 r時震央所釋放出

來的能量，r 與E r^ h的關係如下﹕
. .log E r r5 24 1 44

10
= +^ h （單位：焦耳）。

某次地震其芮氏規模為 4，試問其震央所釋

放的能量E 4^ h為何？

對數函數的應用。想法

[答：10
11
焦耳 ]

 . .log E 4 5 24 1 44 4
10

#= +^ h
11=

E 4 10
11

& =^ h （焦耳）

聲音的強度是用每平方公尺多少瓦特（W/

m
2
）來衡量，一般人能感覺出聲音的最小

強度為 I
0
 = 10 

-12
（W/m

2
），當測得的聲

音強度為 I（W/m
2
）時，所產生的噪音分貝

數 d為 logd I
I

I
10

10
0

#=^ h 。棒球比賽場

中，若一支瓦斯汽笛獨鳴，測得的噪音為

70分貝，則百支瓦斯汽笛同時同地合鳴，

被測得的噪音大約為多少分貝？

[答：90 分貝 ]

 a　 一支瓦斯汽笛獨鳴 

測得的噪音為 70 分貝

log
I

70 10
10

10 12
` #=

-

&　I = 10
-5（W/m

2）

因此 100 支瓦斯汽笛聲音強度為

100 # 10
-5 = 10

-3（W/m
2）

故 100 支瓦斯汽笛的分貝數為

logd 10
10

10
10 9 90

10 12

3

# #= = =
-

-

（分貝）
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9-4

  1. 若 log x x6 710
2 - -_ i有意義，則 x的範圍為 x 2 7或 x 1 -1 。

  2. 試求滿足不等式 log logx x8 2 1
4 4

1- -^ ^h h之 x 範圍為 3 1 x 1 8 。

  3. 試比較下列各數的大小： log
3

1
.0 5
、log

0.5
2、 log

5

1
.0 5
、log

0.5
4。 

log log log log
5

1

3

1
2 4

. . . .0 5 0 5 0 5 0 5
2 2 2 。

  4. 已知 a 2
log 4

2= ，b 8 2

1

= ，c = log
2
10，則此三數的大小關係為 a 2 c 2 b 。 【統測】

  5. 圖1為 y = log
2 
x，y = log

a 
x，y = log

b
x，y = log

c
x 四個函數的圖形，比較 2、a、b、c 四數

的大小關係為 2 2 a 2 c 2 b 。

  6. 已知函數 logy x 1
a

= -^ h的圖形通過 ,b 0_ i、 ,3 1-_ i、 , c9_ i三點，如圖2所示， 

則 a + b + c =
2

1
- 。

圖1 圖2

  7. 已知當「環境照度」為 x勒克斯時，眼睛對於環境的「亮度感覺」為函數 logf x a x
2

=^ h ，其

中 a 是常數。圖3是 y f x= ^ h的部分圖形，則 a = log102 。

  8. 圖4為 y = log
2  

x 的圖形，設 P、Q分別為直線 y = 3，y = 2與 y = log
2  

x 的交點， 

則 PQ = 17 。

圖3 圖4

  9. 函數 logf x a x
b

= +^ h 圖形通過點 ,1 2_ i，其對稱於 y = x的函數 y h x= ^ h的圖形通過 ,4 16_ i，
則 a = 2 ，b = 4 。

10. 不等式 log logx x2 8 1 6
3

2

3

22- + +^ ^h h 的解為 4 1 x 1 9 。 【統測】
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9-5   常用對數及其應用

重點一　 常用對數

1. 常用對數：

 以 10為底的對數稱為常用對數，底數 10可省略不寫，例如：log
10

 x = log x。

觀念補充 //

常用尾數數值：

log 2 = 0.3010，

log 3 = 0.4771（用 log 2、log 3 推出其他數值）

log 4 = 2 log 2 = 0.6020，

.log log log log5
2

10
10 2 0 6990= = - =e o

log 6 = log 2 + log 3 = 0.7781，

log 8 = 3 log 2 = 0.9030，

log 9 = 2 log 3 = 0.9542

2. 科學記號表示法：

 任意正數 a，化成 a = b # 10
n
（n 是整數，且 1 # b 1 10），稱科學記號表示法。

 將 a 表成 b # 10
n
 後，取常用對數：log a = n + log b（0 # log b 1 1，故 log b 必為正），其中

n稱為首數，log b 稱為尾數。

觀念補充 //

設 . .log y 3 3010 3 0 3010=- = - + -^ ^h h（尾數為負不合），須改成：
　 . .log y 3 3010 4 0 6990=- = - +^ h ，

得首數為 -4，尾數為 0.6990，為方便我們寫成 4.6990。

3. 首數的性質：對數 = 首數 + 尾數（  n為非負整數）

1 首數為 n，則原數的整數部分有 n + 1 位數。

2 首數為 -n，則原數為正純小數且自小數點後第 n 位數開始不為 0。
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首數與尾數1

若 log 2.34 = 0.3692，試求：

1 log 234000 的首數與尾數。

2 log 0.000234 的首數與尾數。

對數 = 首數 + 尾數 log loga n b& = + 。想法

[答： 1 首數 = 5，尾數 = 0.3692 

2 首數 = -4，尾數 = 0.3692 ]

 1 .log log234000 2 34 10
5#= _ i

= log 2.34 + 5

= 5 + 0.3692

其首數 = 5，尾數 = 0.3692

2 . .log log0 000234 2 34 10
4#= -_ i

= - 4 + log 2.34

= - 4 + 0.3692

其首數 = -4，尾數 = 0.3692

若 log 358 = 2.554，試求：

1 log 35800 的首數與尾數。

2 log 0.00358 的首數與尾數。

[答： 1 首數 = 4，尾數 = 0.554 

2 首數 = -3，尾數 = 0.554 ]

 .log log358 3 58 10
2#= _ i

= log 3.58 + 2

= 2.554

`　log 3.58 = 0.554

1 .log log35800 3 58 10
4#= _ i

= 4 + log 3.58

= 4 + 0.554

其首數 = 4，尾數 = 0.554

2 . .log log0 00358 3 58 10
3#= -_ i

= -3 + log 3.58

= -3 + 0.554

其首數 = -3，尾數 = 0.554

首數為正求真數位數2

若 log 2 = 0.3010，log 3 = 0.4771，

則 6
30

 是幾位數？

對數之首數為 n， 則原數的整數部分有 n + 1

位數。
想法

[答：24 位數 ]

 將 6
30取常用對數

log 6
30

 = 30 log 6

log log30 2 3= +_ i
. .30 0 3010 0 4771#= +^ h

= 30 # 0.7781

= 23.343

首數 = 23，故 6
30是 24 位數

若 log 7 = 0.8451，則 7
50
是幾位數？

[答：43 位數 ]

 將 7
50

 取常用對數

log 7
50

 = 50 log 7

= 50 # 0.8451

= 42.255

首數 = 42，故 7
50

 為 43 位數
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首數為負求真數之小數位數3

若 log 2 = 0.3010，試求
4

1
25

e o 自小數點後
第幾位開始不為 0？

對數之首數為 - n，則原數為純小數且自

小數點後第 n 位數開始不為 0。
想法

[答：第 16 位 ]

 將
4

1
25

e o 取常用對數

log log
4

1
25

4

1
25

#=e o

log25 2 2#= -_ i
.50 0 3010#= -^ h

= -15.05

= -16 + 0.95

首數 = -16

故
4

1
25

e o 自小數點後第 16 位開始不為 0

若 log 3 = 0.4771，試求
9

1
20

e o 自小數點後
第幾位開始不為 0？

[答：第 20 位 ]

 將
9

1
20

e o 取常用對數

log log
9

1
3

20

2
20

= -e _o i
= -40 log 3

.40 0 4771#= -^ h
= -19.0840

= -20 + 0.916

首數 = -20

故
9

1
20

e o 自小數點後第 20 位開始不為 0

常用對數之應用4

已知 log 2 = 0.3010，若自然數 n

使 2
n
 2 10

7
，則 n之最小值為何？

不等式 2n 2 107兩邊取常用對數。想法

[答：24 ]

 不等式兩邊取常用對數 log 2
n
 2 log 10

7

&　n # log 2 2 7

&　
.

.n
0 3010

7
23 32 Z

故 n 取 24

已知 log 3 = 0.4771，若
3

1
10

n

41
-e o ，試

求最小整數 n。

[答：9 ]

 不等式兩邊取常用對數

log log
3

1
10

n

41
-e o

logn
3

1
4& # 1-e o

.n 0 4771 4& # 1- -^ h

.
.n

0 4771

4
8 4& 2 Z

故 n 取 9
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  1. 若 log 3 = 0.4771，則 3
40

 是 20 位數。

  2. 若 log 3 = 0.4771，則
3

1
30

e o 自小數點後第 15 位開始不為 0。

  3. 下列何者與 log 1 + log 2 + log 3 + log 4 + log 5 - log 6 的值最為接近？ B  

（已知 log 2 的值約為 0.301，而 log 3 的值約為 0.4771）　 

A 0.1　B 1.5　C 5.3　D 6.2。 【統測】

  4. 已知 log 3.49 = 0.5428，若 log A = 3.5428，log B = -1.4572，則 A、B 的值分別為 

3490 、 0.0349 。

  5. 已知 log 2 = 0.3010，log 3 = 0.4771，則滿足
8

9
40

n

2e o 之最小自然數 n = 32 。

  6. 阿財在股票市場裡買進賣出頻繁，假設每星期結算都損失該星期初資金的 10%。經過一段時

間，阿財發現資金總損失已超過原始資金的
2

1
，則阿財進出股票市場至少 7 個星

期。（已知 log2 Z 0.3010，log3 Z 0.4771）

  7. 已知 log2 Z 0.3010，log3 Z 0.4771

1 log 1.5 = 0.1761 。（不必四捨五入）

2 .1 5
60^ h 的整數部分是幾位數？ 11

  8. 有一個城市的人口，每過一年就增加原來人口數的 10%。若依此速度增加下去， 12

年後此城市的人口會超過原來人口數的 3 倍。（已知 log3 Z 0.4771，log11 Z 1.0414）

  9. 今有厚度為 0.05mm 的大張紙，假設可以對折 20 次，那麼對折後其厚度將超過 52

公尺。（取最大整數值）（已知 log5.236 Z 0.719）

10. 半衰期是指某種放射性物質衰變至原來數量一半所需的時間。已知碳 14 的半衰期約為 5700

年，在非洲挖出一史前人類骨頭，其碳含量相當於正常含量的
10

1
，則此骨頭所在年代距今

約為 18937 年。（四捨五入計算至整數年，log2 Z 0.3010）

9-5

  1. 試求 N = 1 + 2 + 2
2
 + ⋯ + 2

99
 是幾位數？ 31
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9 

 回顧：解題應該不是只著眼於定理中抽象的公式，而忽略了啟發思想的探索和觸類旁通的領悟。指、
對數是高中數學極為重要的環節，其中對數運算縮減了乘除次方數龐大的計算時間，堪稱是數學史
上重大的突破。觀察本題融合了基本的常用對數觀念，配合日新月異的數學發現，是很實用的議題。

在大於 1的自然數中，除了 1 和本身外，無法被其他自然數整除的數稱為質數，質數的
個數究竟有幾個，是一個令數學家感到好奇的問題，已知形如 2

n
 - 1 的質數稱為梅森質

數，數學家曾利用超級電腦驗證出 2
6972593

 - 1 是質數，若想要列印出此質數，大約需要
多少張 A4 紙？（設一張 A4 紙可印出 3000 個數字）

2
6972593

 - 1是質數，想要列印出此質數需要多少張 A4紙

常用對數之首數為 n（n為正整數） 

則原數的整數部分有 n + 1位數

試求 2
6972593

 - 1是幾位數？

這一題乍看雖然麻煩，但是有跡可循

抽絲剝繭後可以找到切入點

依題意，即求 2
6972593

是幾位數

（減 1不影響位數，因 2
6972593

非 10的次方數，減 1不會因借位而少一位）

估算位數我們取常用對數

由 .log log2 6972593 2 6972593 0 3010
6972593 # #= =

.7000000 0 3 2100000#Z =

（題目不要求精準，不需要硬乘開）

得 2
6972593

大約是 2100001位數

3000

2100001
700Z

故大約需要用掉 700張 A4紙

關　 鍵 　字

單 元 公 式

翻譯成數學式

解 題

題目
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★表難題

9 
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C

  1. 世界的人口數每年不斷地增加，根據聯合國統計，西元 1990 年世界人口總數達 50 億，假設

每年新生人口與死亡人口之淨人口數都增加為原來的 r 倍，已知西元 2002 年世界人口數已

增至 60 億，則西元 2026 年世界人口數約為多少人？

答：86.4 億

  2. 臺灣在黑面琵鷺的保育上有卓越成就，根據資料統計：民國 105年飛來臺灣的黑面琵鷺數量

大約是 1100 隻。假設每年飛來臺灣的黑面琵鷺數量增加為原來的 r 倍，已知民國 109 年飛

來臺灣的黑面琵鷺的數量大約是 1650 隻，則試估計民國 113 年飛來臺灣的黑面琵鷺數量大

約是多少隻？

答：2475 隻

  3. 臺灣的水資源有 50%都是來自於河川，而水庫占 30%，其餘則是抽取地下水來供應全島的

用水。假設甲廠牌經過認證的淨水器，每次過濾水後都可以去除水中 20%的雜質，若要使

水中的雜質降到原來 1%以下，試求至少要使用甲廠牌濾水器將水重複過濾幾次才行？

答：21 次

  4. 海嘯是一種具強大破壞力的海浪，其速度公式為 v h12 2

1

= ^ h （單位：m/s），其中 h為海水深

度（m）。已知某島國瀕臨平均水深約 3200 m的印度洋，試求某日因地震而引發之強烈海嘯，

其速度為何？

答：80 6 m/s

  5. DDT是一種毒性很強的殺蟲劑，於 1970年代曾普遍應用於農業，由於 DDT在環境中非常難

分解，對環境污染過於嚴重，因此很多國家已禁止使用。經研究發現，若DDT被人體吸收後，

其毒性需歷經 10年才可代謝掉原量的一半，假設某人不慎誤食含 DDT的食物，試問需經過

多少整數年，其體內 DDT含量才會少於原量的
100

1
？（已知 log 2 = 0.3010）

答：67年

高三人的堅持

學習只有經典沒有終點，最壞的時代，最好的自己。完成夢想不是靠嘴巴，
是憑雙手，不怕千人阻擋，只怕自己投降。
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★表難題

9 
統測解題影音

（ B ） 1. 若 x = log
3
7，則下列何者正確？

A 7 
x
 = 3　B 3 

x
 = 7　C x 

7
 = 3　D x 

3
 = 7。 【111C】

（ B ） 2. 為了響應節能減碳政策，某公司基於成本考量決定在六年後將公司該年二氧化碳排

放量降為目前排放量的 50%。公司希望每年依固定的比率 r（當年和前一年排放量

的比）逐年降低二氧化碳的排放量。若要達到這項目標，則下列敘述何者正確？ 

（ . .log0 5 0 301Z- ， . .log8 91 0 950Z ）

A 0.91 1 r 1 0.93　B 0.88 1 r 1 0.91　C 0.85 1 r 1 0.88　D 0.82 1 r 1 0.85。 

 【111C】

（ D ） 3. 設 logf x x
3

=^ h 。若 f a 6=^ h 、 f b 2=^ h 且 f c 5=^ h ，則 f
c

a b3 2#
=f p ？

A 6　B 5　C 2　D 1。 【111B】

（ C ） 4. 設 I t^ h為A城市某種傳染病在時間 t 的感染率，且 I t

1 49 7

1
t

3

=

+
-

^
c

h
m
，t $ 0。若 a、

b、c 分別表示 t = 0、t = 3、t = 6 時的感染率，則下列何者正確？

A b = 6a　B c = 20a　C c = 4b　D b = 7a。 【110C】

（ C ） 5. 假設 A 表函數 y = log
3
x 圖形與直線 y = 0、x = 3 所圍區域

面積，如圖。若以幾何圖形的觀念來判斷 A的大小範圍，

則下列何者正確？

A A0
2

1
1# 　B A

2

1
11# 　C 1 # A 1 2 

D A $ 2。 【110C】

（ C ） 6. 若 a = log 2，b = log 3，則 10
2a + b =？

A 2　B 3　C 12　D 24。 【110B】

（ C ） 7. 保險公司推出躉繳型保單（即於一開始存入一固定本金），且宣告年利率為 3%的

複利，每年計算一次。若某人於 20 歲時，花 10 萬元購買此保單，則當保單價值達

20 萬元時，某人約幾歲？（註：log2 Z 0.3010，log1.03 Z 0.0128）

A 24　B 34　C 44　D 54。 【109C】

（ A ） 8. 滿足 log x x3 2x10
2

2 + +-
_ i有意義的整數 x 共有多少個？　

A 3　B 4　C 5　D 7。 【109C】

（ A ） 9. 若 a + a
-1

 = 2，則 a
3
 + a

-3
 =  ？　A 2　B 4　C 6　D 8。 【109B】

（ C ） 10. 2
1000

 大約等於下列何者？

A 10
100
　B 10

200
　C 10

300
　D 10

400
。 【109B】
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9

C

（ B ） 11. 設 3 729m
3

=_ i 且4
256

1n m =
-

，則 m + n = 　A -1　B 0　C 1　D 2。 【108B】

（ D ） 12. 若
log

log
x

9

7

10

10
= ，則 81

x
 = 　A 3　B 7　C 25　D 49。 【107C】

（ C ） 13. 設 a = log
0.3

0.5、b = log
3
5、c = log

30
50，則 a、b、c 大小順序為何？

A c 2 b 2 a　B b 2 a 2 c　C b 2 c 2 a　D a 2 b 2 c。 【107C】

（ C ） 14. 設 a
2

1
2

1

= e o ，b
3

1
3

1

= e o ， c
6

1
6

1

= e o ，則 a、b、c 大小順序為何？　

A a 2 c 2 b　B a 2 b 2 c　C c 2 a 2 b　D b 2 c 2 a。 【106C】

（ C ） 15. 已知 log
10

3 = 0.4771且 x
3

1
20

= e o ，其中 log
10

 x的首數為 m，而尾數的小數點後第

一位數字為 n，則 m + n = 

A -9　B -7　C -6　D -5。 【106C】

（ D ） 16. 求 log log log log2 2 5 5
2

#+ +_ i 的數值。　A 4　B 3　C 2　D 1。 【106B】

（ A ） 17. 設 .a 0 1 4

1

= ^ h ， .b 0 2 4

1

= ^ h ， .c 0 2 5

1

= ^ h ，則下列何者正確？　
A a 1 b 1 c　B c 1 a 1 b　C b 1 a 1 c　D b 1 c 1 a。 【105C】

（ A ） 18. 已知 log
10

2 = p， log
10

3 = q，求 log log log36 6 12
6

6

1
6

- + 之值為

A 
p q

p q
5

2 2

2
+

+

+
　B 

p q

p q
3

2 2

2
+

+

+
　C 

p q

p q
3

2 2

2
+

-

+
　D 

p q

p q
5

2 2

2
+

-

+
。 【105C】

（ C ） 19. 已知 A
1000

729

343

27
5

9

4
3

2

3

1

2

1

= - +
-

e e eo o o ，則 A 之值為何？　

A 
100

79
　B 

100

80
　C 

100

81
　D 

100

82
。 【105B】

（ A ） 20. 已知 m、n 為整數，若 log logm n5 2 1
500 500

+ = ，則 m + n = 　

A 7　B 8　C 9　D 10。 【104C】

（ C ） 21. 已知 a、b 為實數，且 3
a
 = 5，5

b
 = 9，則 ab = 　

A log
15

45　B log
3
5　C 2　D 3。 【104C】

（ A ） 22. 設
2

1

70

1
a

=e o ，
4

1

2500

1
b

=e o ，
8

1

216000

1
c

=e o ，則 a、b、c 三個數的大小關係為

何？　A b 1 c 1 a　B c 1 b 1 a　C c 1 a 1 b　D a 1 b 1 c。 【103C】
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