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3-1   向量及其基本運算

重點一　 向量的意義

1. 有向線段與向量：

1 平面上相異兩點 A、B，以 A 為起點，B 為終點的有向線段，如圖，

記為 AB ， AB 的長度記為 ABAB = 。

2 只考慮有向線段的長度與方向而不計其起點與終點，稱為向量。

觀念補充 //

1 向量具有長度和方向，因不計起點與終點，故簡寫成 a ，同時 a 可以任意平移。

2 任一有向線段 AB ，因具有長度與方向，所以也可用 a 來代表，即 aAB = 。

2. 認識向量：

1 零向量：起點與終點重合，例如：AA 以 0 表示，不可寫成0，其長度為0，方向為任意方向。

2 向量相等：長度相等，方向相同。

3 反向量：長度相等但方向相反的兩向量，例如： AB BA=- 。
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新增 柯西不等式

刪除 無
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3. 向量的坐標表示法：

1 O為原點，A坐標為 ,a b_ i，則OA 可用 ,a b_ i表示，即 ,a bOA = _ i（稱位置向量）。

2 分向量：向量 ,a a b= _ i在 x 軸的分向量為 ,a 0_ i，在 y 軸的分向量為 , b0_ i。

3 若 ,A x y
1 1
` j、 ,B x y

2 2
` j，則 ,x x y yAB 2 1 2 1= - -` j，其中 x x

2 1
- 為 x 分量，y y

2 1
- 為 y 分量。

4  x x y yAB 2 1

2

2 1

2 2 2
= - + - = +` ` ^ ^j j h hx 分量 y 分量 ，即為 AB 之長度。

5  ,a a a
1 2

= ` j， ,b b b
1 2

= ` j，若 a b a b
1 1

+= = ， a b
2 2

= 。

4. 向量的方向角：

  如圖，坐標平面上，以 x 軸正向為始邊，逆時針轉到以 AB 為

終邊的有向角 i，稱為 AB 的方向角，其中0 360c c1# i ，若

rAB = ，方向角為 i，則 ,cos sinr rAB i i= _ i。

觀念補充 //

當 ,a a b= _ i且方向角為 i 時， a a b
2 2= + 且cos

a b

a

2 2
i =

+

，sin

a b

b

2 2
i =

+

。

向量相等1

,A 1 0-_ i、 ,B 4 3_ i為平面上兩點， 若

AB BC= ，試求 C坐標。

若兩向量相等，則 x 分量相等，y 分量也相

等。
想法

[答： ,9 6_ i ]

  令 ,C x y_ i
, ,AB 4 1 3 0 5 3= - - - =_ ^ _h i i

,x yBC 4 3= - -_ i
, ,x y5 3 4 3& = - -_ _i i

x 9& = ，y = 6

, ,C x y 9 6` =_ _i i

,A 3 1-_ i、 ,B 1 5_ i為平面上兩點， 若

AB BC= ，試求 BC 中點坐標。

[答： ,3 7_ i ]

  令 ,C x y_ i
, ,AB 1 3 5 1 4 4= - - - =_ ^ _h i i

,x yBC 1 5= - -_ i
, ,x y4 4 1 5& = - -_ _i i

, ,C x y 5 9& =_ _i i

BC的中點坐標 , ,
2

1 5

2

5 9
3 7=

+ +
=e _o i
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向量長度2

平行四邊形 ABCD中，已知 ,A 1 2_ i、
,B 0 3_ i、 ,C 4 2-_ i，試求 BD 與 BD 。

a 長度
2 2

= +^ ^h hx分量 y分量 。想法

[答： ,BD 3 2= - -_ i， BD 13= ]

  設 ,D x y_ i，因 AB DC=

, ,AB 0 1 3 2 1 1= - - = -_ _i i
,x yDC 4 2= - - -_ i

得
x

y

1 4

1 2

- =- -

= -
* 　&　x = -3，y = 1

則 ,D 3 1-_ i， ,BD 3 2= - -_ i

BD 3 2 13
2 2

= - + - =^ ^h h

平行四邊形 ABCD 中，已知 ,A 1 4-_ i、
,B 3 2-_ i、 ,D 1 2_ i，試求 AC 與 AC 。

[答： ,AC 6 8= -_ i， AC 10= ]

  設 ,C x y_ i，因 AB DC=

, ,AB 3 1 2 4 4 6= - - - - = -_ ^ _h i i
,x yDC 1 2= - -_ i

得
x

y

4 1

6 2

= -

- = -
* 　&　x = 5，y = -4

則 ,C 5 4-_ i， ,AC 6 8= -_ i

AC 6 8 10
2 2

= + - =^ h

向量的方向角3

設 AB 2= ，若 AB 的方向角為 225c，試

求 AB 。

若向量 AB 長度為 r，方向角為 i，

則 ,cos sinr rAB i i= _ i。
想法

[答： ,2 2- -` j ]

  ,cos sinAB AB ABi i= ` j
,cos sin2 225 2 225c c= _ i

,2 2= - -` j

設 a 4= ，若 a 的方向角為
3

5r
，試求

a 。

[答： ,2 2 3-` j ]

  ,cos sina a ai i= ` j

,cos sin4
3

5
4

3

5r r
= e o

,2 2 3= -` j
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重點二　 向量的運算性質

1. 向量的加法：

1 三角形法： AB BC AC+ = ，如圖a。

2 平行四邊形法： AB AC AD+ = ，如圖b。

3 多邊形法則： AB BC CD AD+ + = （頭尾相連法），如圖c。

4 向量加法的基本性質：

1 交換律： AB CD CD AB+ = + 。

2 結合律： AB CD EF AB CD EF+ + = + +` `j j。

2. 向量的減法：

  向量減法就是加上反向量，即  AB CD- 就是 AB CD AB DC+ - = +` j 。

觀念補充 //

向量合成與分解：

1 合成： AO OB AB+ = （O 為任一點）。

2 分解： AB OB OA= - 。（規則：擠入 O 點，後面減前面）

3. 向量的實數積：

設向量 a ， r R! ，考慮 a 的 r 倍，以 ra 表示，定義如下：

1 r 2 0 時， ra 與 a 同向，且 ra r a= 。

2 r 1 0 時， ra 與 a 反向，且 ra r a=- 。

4. 向量實數積的基本性質：

1 r R! ， r a b ra rb+ = +_ i 。

2 r、 s R! ， r s a ra sa+ = +^ h ； r s a r sa s ra# = =^ _ _h i i。76
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5. 兩向量的平行關係：

  滿足實數積之兩向量具平行關係，亦即若 a b a rb+' = （ r 0! ）。

6. 向量坐標的加減法與實數積：

  ,a a a
1 2

= ` j， ,b b b
1 2

= ` j

1 加法： ,a b a b a b
1 1 2 2

+ = + +a k。（同分量相加）

2 減法： ,a b a b a b
1 1 2 2

- = - -a k。（同分量相減）

3 實數積：r為實數， , ,ra r a a ra ra
1 2 1 2

= =` `j j。

4 平行向量： a b a rb+' = ，若b b 0
1 2
! ，則

b

a

b

a

1

1

2

2
= 。（分量成比例）

7. 單位向量：

  指任何長度為 1 的向量，x 軸上單位向量表成 ,i 1 0= _ i，y 軸上單位向量表成 ,j 0 1= _ i。將

任一向量 a 切成 a 等分，每一等分即為一個單位向量。與 a 同方向的單位向量為
a

a
，與

a 反方向的單位向量為
a

a
-  。

8. 向量分點公式（O是任一點）：

  內分點公式：如圖，若 P 在 AB 上，且 AP：BP = m：n，則

 
m n

m

m n

n m
AP AB OP

OA OB
&=

+
=

+

+
。

向量圖解法4

如圖，四邊形 ABCD，

試求：

1  AB BC CD DA+ + +

2  BC BD-

運用向量運算之三角形法或平行四邊形法。想法

[答：1  0 　2  DC ]

  1  AB BC CD DA AA 0+ + + = =

2  BC BD BC BD- = + -_ i
BC DB= +

DB BC= +

DC=

如圖，五邊形 ABCDE中，

試求：

1  AC CE ED+ +

2  AC AE-

[答：1  AD 　2  EC ]

  1  AC CE ED AC CE ED+ + = + +_ i
AE ED= +

AD=

2  AC AE AC AE- = + -_ i
AC EA= +

EA AC= +

EC=

77



向量坐標的加減法與實數積運算5

已知 ,A 3 2_ i、 ,B 1 1-_ i與 ,C 7 4_ i，
若PA PB PC2 0+ - = ，試求 P 點坐標。

向量坐標的加減法規則　&　同分量相加減。想法

[答： ,1 2- -_ i ]

  設 ,P x y_ i
PA PB PC2 0a + - =

, ,x y x y3 2 2 1 1& - - + - - -_ _i i
        , ,x y7 4 0 0- - - =_ _i i

, ,x y2 2 4 2 0 0& - - - - =_ _i i
x

y

x

y

2 2 0

4 2 0

1

2
& &

- - =

- - =

=-

=-
* *

故 P 坐標為 ,1 2- -_ i

已知 ,A 2 2_ i、 ,B 3 1_ i、 ,C 4 2-_ i與
,D 1 3- -_ i為坐標平面上四點，若 O 為

原點且OP AB CD2= + ，試求 P 點坐標。

[答： ,9 3- -_ i ]

  設 ,P x y_ i
OP AB CD2a = +

,AB 1 1= -_ i， ,CD 5 1= - -_ i
, , ,x y 1 1 2 5 1` = - + - -_ _ _i i i

,9 3= - -_ i
故 P 坐標為 ,9 3- -_ i

向量平行6

設向量 ,a k2 1= - -_ i， ,b k3 9= -_ i，
若 a b' ，試求 k之值。

若 a b a rb+' =

&　若 b b 0
1 2
! ，則

b

a

b

a

1

1

2

2
= 。

想法

[答：
2

3
]

  ,a k2 1a = - -_ i， ,b k3 9= -_ i
又 a b'

k

k

3

2

9

1
&

-

-
=

-

k k3 18 9& = -

k12 18& =

k
2

3
& =

設 ,a x 5= _ i， ,b 2 3= _ i，

若 a b a3 2 '+` j ，試求 x 之值。

[答：
3

10
]

  a b a3 2 '+_ i
, ,x x3 4 15 6 5& '+ +_ _i i

x

x3 4

5

21
&

+
=

x x15 20 21& + =

x6 20& =

x
3

10
& =
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由三角形兩邊向量求第三邊向量7

3 ABC 中， ,AB 2 2= _ i， ,AC 4 3= _ i，
試求 3 ABC 之周長。

向量分解法則： BC AC AB= - 。想法

[答：2 2 5 5+ + ]

  將 BC 做向量分解

BC AC AB= -

, ,4 3 2 2= -_ _i i
,2 1= _ i

周長 AB BC AC= + +

　　 2 2 2 1 4 3
2 2 2 2 2 2= + + + + +

　　 2 2 5 5= + +

3 ABC 中， ,AB 3 4= -_ i， ,AC 4 3= _ i，
試求 3 ABC 的周長。

[答：10 5 2+ ]

  BC AC AB= -

, ,4 3 3 4= - -_ _i i
,7 1= -_ i

周長 AB BC AC= + +

　　 3 4 7 1
2 2 2 2

= - + + + -^ ^h h
　　　 4 3

2 2+ +

　　 5 50 5= + +

　　 10 5 2= +

單位向量8

已知點 P為 ,A 1 3-_ i與 ,B 3 7_ i之中點，
且 ,Q 5 8_ i，試求與PQ 同方向之單位向量。

a 之單位向量為
a

a
! 。想法

[答： ,
5

4

5

3e o ]

  令 ,P x y_ i

可得 , , ,P x y
2

1 3

2

3 7
1 5=

- + +
=_ e _i o i

, ,PQ 5 1 8 5 4 3` = - - =_ _i i

PQ 5& =

故與 PQ 同方向之單位向量為

,PQ
5

1

5

4

5

3
= e o

已知 ,a 1 1= -_ i， ,b 1 2= -_ i，試求：
1 滿足 b a c2= + 之向量 c 。

2 與 c 同方向之單位向量 u 。

[答：1  ,3 4-_ i　2  ,
5

3

5

4
-e o ]

  1  b a c2a = +

c b a2` = -

, ,1 2 2 1 1= - - -_ _i i
,3 4= -_ i

2 因 c 5= ，依題意得

, ,u c
5

1

5

1
3 4

5

3

5

4
= = - = -_ ei o
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向量分點公式9

已知 ,A 2 5_ i、 ,B 3 5- -_ i，若 P為 AB上

一點，且AP：PB = 3：2， 則P點坐標為何？

向量分點公式

&　P 在 AB 內且 AP：PB = m：n

則
m n

m
AP AB=

+
。

想法

[答： ,1 1- -_ i ]

  設 ,P x y_ i， AP AB
5

3
=

, ,x y2 5
5

3
5 10& - - = - -_ _i i

,3 6= - -_ i
x 1& =- ，y = -1

,P 1 1` - -_ i

已知 ,A 1 7-_ i、 ,B 4 3-_ i，若 ,P x y_ i為平
面上一點，且 PB AP3 2= ，則 P點坐標為

何？

[答： ,2 1_ i ]

  設 ,P x y_ i， PB AP3 2=

, ,x y x y12 3 9 3 2 2 2 14& - - - = + -_ _i i
x 2& = ，y = 1

,P 2 1` _ i

求向量長度之最小值10

設 ,a 1 1= _ i， ,b 6 2= _ i，t 為任意實數，

試求 ta b+ 之最小值。

[答：2 2 ]

  ,ta b t t6 2a + = + +_ i

ta b t t6 2
2 2

` + = + + +^ ^h h

t t2 16 40
2= + +

t2 4 8
2

= + +^ h
故當 t = -4 時，有最小值 8 2 2=

設 ,a 3 1= -_ i， ,b 4 3= -_ i， c a tb= +

（ t R! ），試求 c 之最小值。

[答：1 ]

  ,c t t3 4 1 3= + - -_ i

c t t3 4 1 3
2 2

= + + - -^ ^h h

t t25 30 10
2= + +

t25
5

3
1

2

= + +e o

故當 t
5

3
=- 時，有最小值 1
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3-1

  1. 設 ,A 1 2-_ i、 ,B 2 6_ i與 ,C 3 1-_ i：
1 若 AB CD= ，則 D點坐標為 ,6 3_ i 。

2 若 P點使 ABCP為一平行四邊形，則 P點坐標為 ,0 5-_ i 。

  2. 已知向量 a 的方向角為
4

3r
，且 a 3 2= ，則向量 a = ,3 3-_ i 。

  3. 已知向量 ,a 1 7= _ i， ,b k3 4= - +_ i，若 a b2= ，則 k = 0或 -8 。

  4. 設 ,sin cos sin cosa i i i i= + -_ i，則 a = 2 。

  5. 設 ,a 2 3= _ i， ,b 3 1= -_ i， ,c 7 5= _ i，若 c ra sb= + ，則 r + s = 1 。

  6. 兩向量 ,a 4 3= _ i， ,b x5 1= +_ i，若 a b a2 '+_ i ，則 x =
4

11
。

  7. 設 ,A 3 2-_ i、 ,B x y_ i，若 AB 的單位向量為 ,a
5

3

5

4
= -e o，又 AB 10= ，

 則 x = -3 ，y = 6 。

  8. 3 ABC 中， ,AB 1 3= _ i， ,AC
4

9

4

3
= -e o，則 3 ABC 的周長為 3 10 。

  9. 3 ABC 中，P為 BC上一點，且 BC = 3PC，若 x yAP AB AC= + ，則 2x - y = 0 。

10. 已知 ,a x3 4= +_ i， ,b 4 3= -_ i， ,c y3 1 2= -_ i，且 ,a b c2 3 3 1+ - = _ i， 則 3x + 2y 之

值為 5 。   【統測】

11. 在坐標平面上的平行四邊形 ABCD（按順序）中，若 ,AB 4 8= _ i， ,AD 1 4= _ i，則

AC BD+ = 18 。   【統測】

12. 設 a 、 b 、 c 為平面上之三個向量，且 ,cos sina 30 30c c= _ i， ,cos sinb 150 150c c= _ i， 

,cos sinc 270 270c c= _ i，則 a b c+ + = ,0 0_ i 。  【統測】

13. 已知 ,A 1 1-_ i與 ,B 2 3-_ i為平面上的兩點，設長度為 3 的向量 ,v a b= _ i與向量 AB 同方向，

則 2a + b =
5

6
- 。  【統測】
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3-2   向量的內積

重點一　 向量內積

1. 向量內積：

如圖，向量 a 、 b 均不為零向量且夾角為 i（0 # #i r），

則定義 a 與 b 的內積為 cosa b a b: i= 。

2. 向量夾角：

判定兩向量夾角須將兩向量平移至相同起點，

其夾角為cos
a b

a b:
i = 。（0 # #i r）

觀念補充 //

向量內積 a b:  有正有負。

1 夾角為銳角，內積為正，如圖a。             2 夾角為鈍角，內積為負，如圖b。

     

3. 內積的性質：

1  a b b a: := 。（交換律）

2  a b c a b a c: : :+ = +` j 。（分配律）

3 r a b ra b a rb: : := =` ` `j j j。（結合律）
4  a a a

2
: = 。

5  a b a b a b a a b b2
2 2 2

: :+ + = + = + +_ _i i 。（類似： a b a ab b2
2 2 2+ = + +^ h ）

6  a b a b a b
2 2

:+ - = -_ _i i 。（類似： a b a b a b
2 2+ - = -^ ^h h ）

4. 內積的坐標公式：

,a a a
1 2

= ` j， ,b b b
1 2

= ` j，且 a 、 b 的夾角為 i，則 cosa b a b a b a b
1 1 2 2

: i= = + 。

5. 兩向量垂直：

若 a b a b 0+ := = ，即 a b a b 0
1 1 2 2

+ = 。
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向量內積的定義1

已知 a 3= ， b 2= ，若 a 與 b 夾角

為
3

2r
，則 a b: =？

向量內積定義： cosa b a b: i= 。想法

[答： 3- ]

  cosa b a b: i=

cos3 2
3

2
# #

r
=

2 3
2

1
#= -e o

3=-

已知 a 3= ， b 5= ，若 a 與 b 夾角為

i，且cos
3

2
i = ，則 a b: =？

[答：10 ]

  cosa b a b: i=

3 5
3

2
# #=

10=

向量內積的運算2

若正 3 ABC 之邊長為 4，則 AB AC: =？

判定兩向量夾角須將兩向量平移至相同起

點，再代內積定義。
想法

[答：8 ]

  AB 與 AC 之夾角為 60c，則

cosAB AC 4 4 60: # # c=

16
2

1
#=

8=

若正 3 ABC之邊長為 2，則 AB BC: =？

[答：-2 ]

  AB 與 BC 之夾角為 120c，則

cosAB BC 2 2 120: # # c=

4
2

1
#= -e o

2=-

利用內積求向量夾角3

已知兩向量 a 、 b ，若 a 3= ， b 4= ，

且 a b 6 3: = ，則 a 與 b 之夾角 i =？

依內積定義求向量夾角 cos
a b

a b:
i = 。想法

[答：30c ]

  cos
a b

a b

3 4

6 3

2

3:

#
i = = =

30` ci =

已知兩向量 a 、 b ，若 a 5= ， b 4= ，

且 a b 10 3: =- ，則 a 與 b 之夾角 i =？

[答：150c ]

  cos
a b

a b

5 4

10 3

2

3:

#
i = =

-
=-

150` ci =
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向量夾角公式4

已知 ,a 1 1= _ i， ,b 3 1 3 1= - +` j，
試求 a 與 b 之夾角。

利用內積坐標運算求向量夾角cos
a b

a b:
i = 。想法

[答：30c ]

  設 a 與 b 之夾角為 i

a b 1 3 1 1 3 1a : # #= - + +` `j j
2 3=

a 1 1 2
2 2= + =

b 3 1 3 1 2 2
2 2

= - + + =` `j j

cos
a b

a b

2 2 2

2 3

2

3
`

:

#
i = = =

30& ci =

已知 ,a 5 12= _ i， ,b 17 7= _ i，試求 a 與 b

之夾角。

[答：45c ]

  設 a 與 b 之夾角為 i

a b 5 17 12 7 169a : # #= + =

a 5 12 13
2 2= + =

b 17 7 13 2
2 2= + =

cos
a b

a b

13 13 2

169

2

1
`

:

#
i = = =

45& ci =

利用內積求向量長度5

已知 a 1= ， b 2= ，

且 a b2 2 3- = ，試求 a 與 b 的夾角。

利用 a b a a b b2
2 2 2

:+ = + + 。想法

[答：
3

2r
]

  設 a 與 b 之夾角為 i

a b a b a b2 2 2
2

:- = - -_ _i i
a a b b4 4

2 2

:= - +

cos4 4 1 2 4# # # i= - +

12=

cos
2

1
& i =-

3

2
& i

r
=

已知 a 2= ， b 3= ，且 a 與 b 的夾角

為 60c，試求 a b+ 。

[答： 19 ]

  a b a b a b
2

:+ = + +_ _i i

a a b b2
2 2

:= + +

4 2 2 3
2

1
9# # #= + +

19=

a b 19& + =

84



單元3   平面向量
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向量垂直6

已知兩向量 ,a 4 3= _ i， ,b x5 1= +_ i，若

a b a2 =-_ i ，試求 x 之值。

若 a b a b 0+ := = 。想法

[答：9 ]

  a b a a b a2 2 0+ :=- - =_ _i i
,a b x2 3 5a - = -_ i

a b a x2 12 3 5 0` :- = + - =_ ^i h
x 9& =

若 ,a x 5= _ i， ,b 2 3= _ i，

且 a b b=+_ i ，試求 x 之值。

[答：-14 ]

  a b b a b b 0+ :=+ + =_ _i i
,a b x 2 8a + = +_ i

a b b x2 2 24 0` :+ = + + =_ ^i h
x 14& =-

利用內積的運算性質求向量長度7

已知 a b c 0+ + = ，且 a 2= ， b 3= ，

c 5= ，試求 b c2+ 。

[答：7 ]

  a b c 0a + + =

b c a b c a&` + =- + = -

b c a
2 2

& + = -

展開得 b b c c a2
2 2 2

:+ + = -

b c3 2 5 2
2 2 2

& :+ + =

b c 15& : =-

b c b b c c2 4 4
2 2 2

a :+ = + +

3 4 15 4 5
2 2# #= + - +^ h

49=

b c2 7` + =

已知 a b c 0+ + = ，且 a 3= ， b 5= ，

c 7= ，試求 a b2 + 。

[答： 91 ]

  a b c 0a + + =

a b c a b c&` + =- + = -

a b c
2 2

& + = -

展開得 a a b b c2
2 2 2

:+ + = -

a b3 2 5 7
2 2 2

& :+ + =

a b
2

15
& : =

a b a a b b2 4 4
2 2 2

a :+ = + +

4 3 4
2

15
5

2 2# #= + +

91=

a b2 91` + =
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3-2

  1. 設 a 3= ， b 4= ，且 a 、 b 的夾角為
6

5
r，則 a b: = 6 3- 。

  2. 設 ,a 4 5= _ i， ,b 3 2= -_ i，則 a a b2: + =_ i 84 。

  3. 在坐標平面上，若 3 ABC三頂點坐標分別為 ,A 4 5_ i、 ,B 5 2-_ i、 ,C 1 1_ i， 

則 +A = 45c 。

  4. 設 a 與 b 為平面上的兩個向量，若 a 2= ， b 3= ，且 a b 3: = ， 

則 a b3 2- = 6 。

  5. 設 ,u a 2 1= - -_ i， ,v a 3= _ i，若 u v= ，則 a = 3或 -1 。

  6. 已知單位向量 a 與 b 之夾角為
3

2r
，且 a nb2 + 與 a b3+ 垂直，則 n =

5

2
。

  7. 設 a 3= ， b 2= ，又 a b2 5+ = ，則 a 、 b 的夾角為 135c 。

  8. 3 ABC 中，已知 AB = 4，BC = 5，AC = 6，則 AB BC: =
2

5
- 。

  9. 向量 u 的長度為 2，向量 v 的長度為 5，且 u 、 v 兩向量夾角為
3

2r
，則向量 u v3 + 的長

度為 31 。  【統測】

10. 已知兩向量 a 、 b 互相垂直，若 a 4 5= ， a b 5 5+ = ，則 b = 3 5 。 

  【統測】

3-2

  1. 如圖所示，已知 ABCDEF 為一正六邊形，下列向量內積中， 

何者最大？ B  

A  AB AB: 　B  AB AC: 　C  AB AD: 　D  AB AE: 。
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單元3   平面向量

1

3

C

3-3   內積的應用

重點一　 內積應用

1. 3 ABC 之面積：

設 ,x yAB 1 1= ` j， ,x yAC 2 2= ` j，則

3 ABC 之面積 x y x yAB AC AB AC
2

1

2

12 2 2

1 2 2 1# := - = -_ i 。

2. 柯西不等式：

若 ,a a a
1 2= ` j， ,b b b

1 2= ` j，則 a a b b a b a b
1

2

2

2

1

2

2

2
1 1 2 2

2

$+ + +a a `k k j ，

且當 , ,a b a a r b b1 2 1 2
+' =` `j j，即 b

a

b

a

1

1

2

2
= （b b 0

1 2
! ）時等號成立。

觀念補充 //

柯西不等式之推廣： a b c x y z ax by cz2 2 2 2 2 2
2

$+ + + + + +_ ` _i j i ；

其等號成立條件
x

a

y

b

z

c
+ = = 。

3. 向量的正射影：

設 a 、 b 的夾角為 i，如圖

1  a 在 b 上的分量為： cosa
b

a b:
i = 。

2  a 在 b 上的正射影為：
b

a b
b2

:
J

L

KKKKKKK

N

P

OOOOOOO
。

3  a 在 b 上的正射影長為：
b

a b:
。
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運用向量法求三角形面積1

已知 ,a 3 4= -_ i， ,b 4 3= _ i，試求由

a 、 b 所形成之三角形面積。

利用向量法求 x y x y
2

1
1 2 2 1T = - 。想法

[答：
2

25
平方單位 ]

  x y x y
2

1
1 2 2 1T = -

2

1
3 3 4 4# #= - -^ h

2

25
= （平方單位）

已知 ,A 1 2-_ i、 ,B 6 10_ i、 ,C 18 5_ i，
試求 3 ABC 之面積。

[答：
2

169
平方單位 ]

  先找兩起始點相同的向量

, ,AB 6 1 10 2 5 12= - - - =_ ^ _hi i
, ,AC 18 1 5 2 17 7= - - - =_ ^ _hi i

2

1
5 7 12 17` # #T = -

2

169
= （平方單位）

柯西不等式2

若實數 x、y 滿足 x y 13
2 2+ = ，試求 2x - 3y

之最大值與最小值，並求出此時之 x、y 值。

柯西不等式：

a a b b a b a b
1

2

2

2

1

2

2

2
1 1 2 2

2

$+ + +a a `k k j 。想法

[答： x = 2，y = -3 時，有最大值 13； 

x = -2，y = 3 時，有最小值 -13]

  由柯西不等式

x y x y2 3 2 32 2 2 2 2
# $+ + - -` ^ _j h i9 C

x y2 3 13
2 2

& #-_ i
x y13 2 3 13& # #- -

故 2x - 3y 之最大值為 13，最小值為 -13

且當
x y

2 3
=

-
時等號成立

令 x = 2r，y = -3r

1 代入 2x - 3y = 13

得 13r = 13　&　r = 1

則 x = 2，y = -3 時有最大值

2 代入 2x - 3y = -13，得

13r = -13　&　r = -1

則 x = -2，y = 3 時有最小值

若 ,a 2 1= -_ i， ,b x y= _ i，且
x y 20

2 2+ = ， 試求 a b: 之最大值與最小

值，並求出此時之 x、y 值。

[答： x = 4，y = -2 時，有最大值 10； 

x = -4，y = 2 時，有最小值 -10]

  由 a b x y2: = - ，代柯西不等式

x y x y2 1 22 2 2 2 2
$+ + - -` ^ _j h i9 C

x y20 5 2
2

& # $ -_ i
x y10 2 10& # #- -

故 a b: 的最大值為 10，最小值為 -10

且當
x y

2 1
=

-
時等號成立

令 x = 2r，y = -r

1 代入 2x - y = 10

得 5r = 10　&　r = 2

則 x = 4，y = -2 時有最大值

2 代入 2x - y = -10，得

5r = -10　&　r = -2

則 x = -4，y = 2時有最小值
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柯西不等式3

已知實數 x、y 滿足 2x + y = 12， 試求

4x
2
 + y

2
 之最小值，並求此時 x 與 y 的值。

柯西不等式：

a a b b a b a b
1

2

2

2

1

2

2

2
1 1 2 2

2

$+ + +a a `k k j 。想法

[答：最小值為 72，此時 x = 3，y = 6 ]

  利用柯西不等式

x y x y2 1 1 2
2 2 2 2

2
$+ + +^ _ _h i i9 C

x y4 2 122 2 2
& # $+` j

x y4 72
2 2

& $+

且當
x y

1

2

1
= 時等號成立

則 y = 2x，代入 2x + y = 12

得 x = 3，y = 6

故當 x = 3，y = 6 時

4x
2
+ y

2
的最小值為 72

已知實數 x、y 滿足 x - y = 26，試求

x y

9 4

2 2

+ 的最小值，並求此時 x 與 y 的值。

[答：最小值為 52，此時 x = 18，y = -8 ]

  利用柯西不等式

x y
x y

3 2
3 2

2 2

2 2 2
$+ + - -e e ^ _o o h i> 9H C

x y

9 4
13 26

2 2
2

& # $+f p

x y

9 4
52

2 2

& $+

且當

x y

3

3

2

2
=

-
時等號成立

則 y x
9

4
=- ，代入 x - y = 26

得 x = 18，y = -8

故當 x = 18，y = -8 時

x y

9 4

2 2

+ 的最小值為 52

正射影向量4

設 ,A 2 5_ i、 ,B 1 7_ i、 ,C 5 9_ i為平面上三
點， AB 在 AC 上的正射影為 AH ，則

AH =？

a 在 b 上的正射影為 
b

a b
b2

:
J

L

KKKKKKK

N

P

OOOOOOO
。想法

[答： ,
5

3

5

4e o ]

  , ,AB 1 2 7 5 1 2= - - = -_ _i i
, ,AC 5 2 9 5 3 4= - - =_ _i i

故 AH
AC

AB AC
AC2

:
=

J

L

KKKKKKK

N

P

OOOOOOO

,
25

1 3 2 4
3 4

# #
#=

- +^ _h i

,
5

3

5

4
= e o

設 ,a 3 2= _ i， ,b 1 1= _ i，試求 a 在 b 上

之正射影及正射影長。

[答： ,
2

5

2

5e o，
2

5 2
]

  a b 3 1 2 1 5: # #= + =

則 a 在 b 上之正射影為

, ,
2

5
1 1

2

5

2

5
# =_ ei o

正射影長為
2

5

2

5

2

5

2

5 2
2 2

+ = =e eo o
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正射影向量之應用5

試將 ,a 7 4= - -_ i分解成與 ,b 1 2= _ i平行
及垂直之兩向量。

[答： ,3 6- -_ i， ,4 2-_ i ]

  設 a 分解成 與 b 平行之分量為 a
1

 

與 b 垂直之分量為 a
2

則 a
1
即為 a 在 b 上之正射影

b

a b
b2

:
=

J

L

KKKKKKK

N

P

OOOOOOO

a b 7 8 15a : =- - =- 代入

, ,a
1 2

15
1 2 3 6

1 2 2
2& =

+

-
= - -

J

L

KKKKKKK
_ _
N

P

OOOOOOO
i i

又 a a a
1 2
+ =

則 a a a
2 1

= -

, ,7 4 3 6= - - - - -_ _i i
,4 2= -_ i

故 a 與 b  平行之分量為 ,3 6- -_ i  
垂直之分量為 ,4 2-_ i

試將 ,a 3 4= _ i分解成與 ,b 2 1= - -_ i平行
及垂直之兩向量。

[答： ,4 2_ i， ,1 2-_ i ]

  設 a 分解成 與 b 平行之分量為 a
1

 

與 b 垂直之分量為 a
2

則 a
1
即為 a 在 b 上之正射影

b

a b
b2

:
=

J

L

KKKKKKK

N

P

OOOOOOO

a b 6 4 10a : =- - =- 代入

,a

2 1

10

2 1
1 2 2

2& =

- + -

-

- -

J

L

KKKKKKK ^ ^
_
N

P

OOOOOOOh h
i

,4 2= _ i
又 a a a

1 2
+ =

則 a a a
2 1

= -

, ,3 4 4 2= -_ _i i
,1 2= -_ i

故 a 與 b  平行之分量為 ,4 2_ i  
垂直之分量為 ,1 2-_ i

柯西不等式6

設 a、b、 c R! ，若 a b c 4
2 2 2+ + = ，

試求 2a + b + 2c 的最大、最小值。

[答：最大值為 6，最小值為 -6 ]

  柯西不等式推廣：

a b c a b c2 1 2 2 22 2 2 2 2 2 2
$+ + + + + +_ _ ^i i h

a b c4 9 2 2
2

& # $ + +^ h
a b c6 2 2 6& # #- + +

故 2a + b + 2c的 最大值為 6 

最小值為 -6

設 a、b、c 為正數且 a + b + c = 8，試求

a b c

1 1 1
+ + 的最小值。

[答：
8

9
]

  柯西不等式推廣：

a b c
a b c

1 1 1
1 1 1

2
$+ + + + + +^ e ^h o h

a b c

1 1 1

8

9
& $+ +

故
a b c

1 1 1
+ + 的最小值為

8

9
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3-3

  1. 設 ,A 4 9_ i、 ,B 1 3_ i、 ,C 3 8_ i，則 3 ABC 的面積為
2

3
平方單位。

  2. 設坐標平面上 ,A 4 1-_ i、 ,B 3 2_ i、 ,C 7 5_ i，且 G為 3 ABC之重心，則 3 ABG之面積為 

2

5
平方單位。

  3. 設 x、 y R! ，且 x
2
 + y

2
 = 9，則 3x + 4y 的最大值為 15 ，最小值為 -15 。

  4. 設 x、y 2 0，則 x
y

y
x

9 42

2

2

2
+ +f fp p的最小值為 25 。

  5. 設 ,a 2 1= - -_ i， ,b 3 2= -_ i，則 a 在 b 上的正射影為 ,
13

12

13

8
-e o 。

  6. 設 x 為實數， ,a x6= _ i， ,b 2 1= _ i，若 a 在 b 上之正射影為 ,4 2- -_ i，則 x = -22 。

  7. 如圖，+ ABC = 90c，則OD 在OC 上的正射影為 ,1 2_ i 。

  8. 設 ,a 4 3= _ i， ,b x y= _ i為平面上兩向量，且 x
2
 + y

2
 = 40，則此兩

向量內積 a b: 的最大值為 10 10 。  【統測】

  9. 設 ,A 2 5_ i、 ,B 4 3_ i、 ,C 5 1_ i為坐標平面上之三點，若 AB 在 AC 上

的正射影為 AD ，則 AD ： AC = 14：25 。   【統測】

10. 已知坐標平面上三點 ,A x 1_ i、 ,B y2_ i、 ,C 3 4_ i，O為原點，若OA 與OB 在OC 上之正射

影相同，則 3x - 4y = 2 。

3-3

  1. 如圖，ABCG 和 CDEF 都是正方形且面積和為 1，則 BD的最大值為 

2 。

  2. 已知 3x + 4y = 12，則 x
2
 + y

2
 - 4x + 2y + 5之最小值 = 4 。
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3 

 回顧：柯西不等式與算幾不等式是兩個很重要的絕對不等式，柯西不等式不好記，推薦底下口訣：
「平方和的乘積 $ 乘積和的平方」來輔助記憶。切入本題，這一題利用柯西不等式把解題的觀念揉合
進來，從過程中形成了概念和方法，匯聚成活用的知識，這才是探究數學的求真之路。

小馬擅長游泳，為參加國際游泳比賽，以下是他體能訓練的規劃：
如圖所示，在一半徑為 1 公里的半圓形湖練習游泳。他先由湖畔的
A點沿直線採自由式游到湖邊的某個點 C，再沿直線採蛙式游到 B

點，其中AB為湖的直徑。已知他游自由式的速度為每小時 2 公里，
游蛙式的速度為每小時 1.5 公里，試求小馬每趟（A → C → B）鍛
鍊的時間最長為多少小時？

半圓形湖，AB為湖的直徑

游自由式的速度為每小時 2公里，游蛙式的速度為每小時 1.5公里

已知 a、b、x、 y R! ，則 a b x y ax by2 2 2 2
2

$+ + +_ ` _i j i
其等號成立條件為

x

a

y

b
=

x、 y R! ，已知 x
2
 + y

2
 = 4，試求

x y

2 3

2
+ 之最大值

這一題稍難，不好下手，是很有鑑別度的題目

如圖，先設 AC = x公里，BC = y公里

因為 AB為圓的直徑，可得 3 ABC為直角三角形

我們由畢氏定理知 x
2
 + y

2
 = 2

2
 = 4

而小馬游泳的時間為
.

x y x y

2 1 5 2 3

2
+ = +

接著代入柯西不等式（這是關鍵，要能想到）

由柯西不等式可知 x y
x y

2

1

3

2
2 3

22 2
2 2 2

$+ + +` e e ej o o o> H

將 x
2
 + y

2
 = 4代入可得

x y
4

36

25

2 3

2
2

# $ +e o

找出
x y

2 3

2
+ 的範圍為

x y

3

5

2 3

2

3

5
# #- + ，故小馬鍛鍊的時間最長為

3

5
小時

關　 鍵 　字

單 元 公 式

翻譯成數學式

解 題

題目
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★表難題

3 

1

3

C

  1. 利用一些省力裝置來吊掛物體時，繩子的拉力須克服物體的重

力。某物理實驗室欲實際觀測繩子承受重物時的受力狀態，將一

500 公斤重的物體W，用金屬線懸掛如圖。已知兩牆之間相距 10 

公尺，AC = 5公尺，BC =  5 3公尺， 試求線段 AC、BC所承受

之拉力。（註：A、B兩點等高）

答： 線段 AC 承受拉力250 3公斤重 

線段 BC 承受拉力 250 公斤重

  2. 根據國民健康白皮書建議，國人最好養成每周至少運動 3小時的習慣。小飛平日喜歡慢跑，

已知某日在他慢跑的路線上有下列幾個地點：分別為學校 (O)、公園 (A)、早餐店 (B)、超商 

(C)、捷運站 (P)與市場 (Q)，假設其中三處的平面坐標為 ,O 0 0_ i、 ,A 3 5- -_ i與 ,B 6 0_ i，
且令 ,C x y_ i。今小飛從 O點沿 AO 方向前進 AO距離後到達 P 點，再沿 BP 方向前進 2BP距

離後到達 Q 點。若小飛繼續沿CQ 方向前進 3CQ 距離後返回到起始點 O，試求 ,x y_ i。

答： ,4 20-_ i

  3. 纜車的功率為馬力，其計算公式為 vF
60

1
: ，其中 F 為引擎之拉力（kg）， v 為前進速度

（m/s）。今一纜車之引擎拉力 F 為向上 1000 kg，向前之速度 m/sv 3= ，且兩向量夾角為

85.2c，試求纜車之引擎馬力為何？（ . .cos85 2 0 084c ] ）

答：4.2馬力

高三人的淬鍊

看事情要有眼界，算數學要求正確。凱撒名言：「若你想出類拔萃，便沒
人能阻擋你」。成就自己、超越自己，只要不被擊倒，你就是最強。
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★表難題

3 
統測解題影音

（  D  ）  1. 已知平面上兩向量 ,a x2 1 3= + -_ i、 ,b x3 2= -_ i，滿足 a b a b
2 2 2

- = + ，

則 x =？

A 3　B 1　C -1　D -3。  【111C】

（  B  ）  2. 已知 a 、 b 、 c 平面上的三向量，且 a c 0: = ， b c 0: = ， a 5= ， b 12= ，

c 13= 。若 a b 0: 1 ，則 a b: =？

A -30　B -60　C -65　D -156。  【110C】

（  D  ）  3. 設平面上三點 ,A 1 1_ i、 ,B 5 2-_ i、 ,C 5 2_ i，且 AC 在 AB 的正射影為 AD ，若 

,x yDC = _ i，則 x + y =？

A 
25

34
　B 

25

89
　C 

25

104
　D 

25

112
。  【109C】

（  C  ）  4. 已知 ,A 3 1_ i、 ,B 2 3-_ i、 ,C 7 1-_ i及 ,D x y_ i為坐標平面上的四個點。若 

AB AC CD2+ = ，則 x + y =？

A -8　B -4　C 5　D 6。  【109B】

（  B  ）  5. 已知 ,u 1 1= _ i， ,v x y4 1= + -_ i及 ,w x y2= _ i。若 u 與 v 垂直且 u 與w 平行，

則下列何者正確？

A x = 1　B y = -2　C y = 1　D x = -2 。  【108C】

（  D  ）  6. 如圖所示，以 O 為原點的直角坐標系上有四點，由左至

右依序為 A、B、C、D，其中 A 落在第二象限，B、C、

D 落在第一象限，且直線 BC與直線 OD的交點落在 O、

D 兩點之間。已知 + AOD 2 90c，且 BC 與OD 的內積為

0。若向量OD 分別與向量OA 、OB 、OC 及OD 求內積，

依次得到 a、b、c 及 d 四個數值，則下列何者正確？ 　

A b 2 a 2 c 2 d　B b = c 2 d 2 a　C a 2 b 2 c 2 d　D d 2 b = c 2 a。 【108B】

（  C  ）  7. 已知坐標平面上三個點 ,A 1 2_ i、 ,B 2 5_ i、 ,C 0 1-_ i，則向量 AB AC BC2 3+ - =

A  ,2 5-_ i　B  ,3 0_ i　C  ,1 3_ i　D  ,3 15_ i。  【107B】

（  A  ）  8. 已知 a 1= ， b 5= ， a b 2: =- 。若 ta t b1+ -^ h 和 a b- 垂直，其中 t為實

數，則 t =　A 
10

7 　B 
3

5
　C 

4

3 　D 
2

5
。  【106C】

（  D  ）  9. 已知坐標平面上三點 ,A a1_ i、 ,B 2 3_ i、 ,C 5 1_ i，若向量內積 AB BC: 的值為 1，

則 a =　A -3　B -1　C 1　D 2。  【106B】
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1

3

C

（  B  ） 10. 已知 AB 4= ， AC 3= ，又 AB 與 AC 的夾角為
3

r
，則 AB AC2+ 之值為何？　

A  52　B  76　C  52 24 3+ 　D 10。  【105B】

（  A  ） 11. 已知向量 ,a 6 8= -_ i且與 b 之夾角為 60c，則向量 a 在 b 上的正射影長為何？

A 5　B 7　C 5 3　D 10。  【105C】

（  A  ） 12. 已知平面上四點坐標為 ,A 57 23_ i、 ,B 7 2-_ i、 ,C 5 12_ i、 ,D x y_ i。 

若向量 AD AB AC
4

7

4

3
= - ，則 x + y =？　

A -4　B -2　C 2　D 4。  【104C】

（  C  ） 13. 已知 k 為實數，若向量 ,a k1 1= +_ i與向量 ,b k2 3= _ i的內積為 18，則 k =

A -1　B 1　C 3　D 5。  【104B】

（  B  ） 14. 已知平面三向量 ,a 3 4= _ i， ,b x 9= -_ i， ,c y8= -_ i。設 a b= 且 b c' ，則 

y - x之值為何？

A -18　B -6　C 6　D 18。  【統測】

（  C  ） 15. 設向量 a 與 b 之夾角為60c，且 a b 1= = ，則向量 a 和 a b2- +_ i之夾角為何？
A 30c　B 60c　C 90c　D 120c。  【統測】

（  C  ） 16. 設平面上三點 ,A x y_ i， ,B 1 4-_ i及 ,C 9 1-_ i。若向量 AD AB AC
5

2

5

3
= + ，則 D 

點坐標為何？　

A  ,1 5_ i　B  ,3 2_ i　C  ,5 1_ i　D  ,2 3_ i。  【統測】

（  A  ） 17. 設平面二向量 ,cos sinu 2 i i= _ i， ,sin cosv 2i i= _ i 且其內積 u v 1: = ，若

0
2

# #i
r
，則 i 之值可能為何？　

A 
12

r 　B 
6

r 　C 
4

r 　D 
3

r 。（註：sin2i = 2sinicosi）  【統測】

（  A  ） 18. 向量 ,a 3 4= _ i，向量 b a' ，且 a b 50: =- ，求 a b2 3+ =？

A 20　B 40　C 60　D 80。  【統測】

（  A  ） 19. 平面上五個點 ,A
3

1

4

1
-e o、 ,B

13

51

4

1e o、 ,C
13

571

7

69e o、 ,D
16

51

17

69
-e o、

,E
4

23

3

10
- -e o，若向量相加 ,m nAB BC CD DE+ + + = _ i，求 m - n之值。

A -3　B -1　C 1　D 3。  【統測】
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