
 導數與導函數： 

   如右圖，割線 AB之斜率為
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稱為 ( )y f x 在 x a 處的導數 

   設 x a h  ，則 x a h  且當 x a 時 0h   

   故
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 
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   當 a值變動，與 '( )f a 的值形成一函數關係，則將 a換成 x，可得 

   導函數
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多項式函數的微分： 

   1. ( ) nf x x ( n N ) → 1'( ) nf x nx   
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   2. 
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(亦符合 ( ) nf x x  → 1'( ) nf x nx  ) 



三角函數(Trigonometric function)微積分 

 三角函數的微分： 

1. 
0

sin
lim 1





   

  如右圖( 0
2

  )，圓 O為單位圓 

  sinAB  ，
︵
 BC  ， tanCD  ，作BC，則得： 

  OBC 面積
1 1 1

1 sin sin
2 2 2

OC AB          

  扇形 OBC面積 21 1
1

2 2
      

  OCD 面積
1 1 1

1 tan tan
2 2 2

OC CD          

  因為 OBC 面積 < 扇形 OBC面積 < OCD 面積 

  所以
1 1 1

sin tan
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     → sin tan     
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sin

1



  
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  故
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  因為
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  由
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sin
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 得知當 0  時 sin   

  故
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3. ( ) sinf x x  → '( ) cosf x x  
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4. ( ) cosg x x  → '( ) sing x x   
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5. ( ) tanh x x  → 2'( ) sech x x  
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6. ( ) cotk x x  → 2'( ) csck x x   
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7. ( ) secu x x  → '( ) tan secu x x x  
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8. ( ) cscv x x  → '( ) cot cscv x x x   
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 積分練習一： 

1. cos sinxdx x C   

2. 2 1 1 1 1
cos ( cos 2 ) sin 2

2 2 2 4
xdx x dx x x C       

3. 3 2 2 31
cos cos cos (1 sin ) (sin ) sin sin

3
xdx x xdx x d x x x C          

4.  
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 xe 與 ln( )x 的微分公式： 

1. 
0

ln(1 )
lim 1
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
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  ※ 亦即
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2. ( ) xf x e  → '( ) xf x e  
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  ※ x xe dx e C   

3. ( ) ln( )g x x  → 
1

'( )g x
x
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 積分練習二： 

1. 
1sin (cos )

tan ln cos ln cos ln sec
cos cos

x d x
xdx dx x C x C x C

x x
             

2. 2 2tan (sec 1) tanxdx x dx x x C       

3.  
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6. sec ln tan secxdx x x C    

   因為 2(tan ) secd x xdx 且 (sec ) tan secd x x xdx  

   所以 2(tan sec ) (sec tan sec ) sec (tan sec )d x x x x x dx x x x dx      

   得
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反三角函數 

1. 定義域與值域： 

  siny x ( 1 1y   ) → 1sinx y (
2 2

x
 

   ) 

  cosy x ( 1 1y   ) → 1cosx y ( 0 x   ) 

  tany x ( y R ) → 1tanx y (
2 2

x
 

   ) 

  coty x ( y R ) → 1cotx y ( 0 x   ) 

  secy x ( 1y    或1 y   ) → 1secx y ( 0 x   但
2

x


 ) 

  cscy x ( 1y    或1 y   ) → 1cscx y (
2 2

x
 

   但 0x  ) 

2. 相消公式： 

   1siny x  → 1sin sin(sin )y x x   → 1 1sin (sin ) siny x y    

   1cosy x  → 1cos cos(cos )y x x   → 1 1cos (cos ) cosy x y    

   1tany x  → 1tan tan(tan )y x x   → 1 1tan (tan ) tany x y    

   1coty x  → 1cot cot(cot )y x x   → 1 1cot (cot ) coty x y    

   1secy x  → 1sec sec(sec )y x x   → 1 1sec (sec ) secy x y    

   1cscy x  → 1csc csc(csc )y x x   → 1 1csc (csc ) cscy x y    

3. 負角公式： 

  1 1sin ( ) sinx x      ；  1 1cos ( ) cosx x      ；  1 1tan ( ) tanx x     

  ※ cos x   → 1cos x   

     cos( ) x     → 1cos ( )x      → 1 1cos ( ) cosx x     

4. 餘角公式： 

  1 1sin cos
2

x x
    



  ※ 設 sin cos( )
2

x
    ，則 1sin x  且 1cos

2
x

     

     故 1 1sin cos
2 2

x x
         

 

5. 反三角函數微分： 

  (1) 1siny x ( 1x  ) → sinx y  → sin
d d

x y
dx dx

  → 1 cos
d

y y
dx

   

     
2

1 1

cos 1 sin

d
y

dx y y
 


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2

1
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d
x

dx x

 


 

  (2) 1cosy x ( 1x  ) → cosx y  → cos
d d

x y
dx dx

  → 1 sin
d

y y
dx

    

     
2

1 1

sin 1 cos

d
y

dx y y

 
 


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2

1
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1

d
x

dx x

 



 

  (3) 1tany x ( x R ) → tanx y  → tan
d d

x y
dx dx

  → 21 sec
d

y y
dx

   

     
2 2

1 1

sec 1 tan

d
y

dx y y
 


 → 1

2

1
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1

d
x

dx x
 


 

  (4) 1coty x ( x R ) → cotx y  → cot
d d

x y
dx dx

  → 21 csc
d

y y
dx

    
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1 1
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d
y
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 
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
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2

1
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d
x
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 




 

  (5) 1secy x ( 1x  ) → secx y  → sec
d d

x y
dx dx

  → 1 tan sec
d

y y y
dx

   

     
2

1 1

sec tan sec ( sec 1)

d
y

dx y y y y
 

 
 → 1

2

1
sec

1

d
x

dx x x

 


 

     ※ ( 1x  時 2tan sec 1y y  ； 1x   時 2tan sec 1y y   ) 

  (6) 1cscy x ( 1x  ) → cscx y  → csc
d d

x y
dx dx

  → 1 cot csc
d

y y y
dx

    

     
2

1 1

csc cot csc ( csc 1)

d
y

dx y y y y

 
 

 
 → 1

2

1
csc

1

d
x

dx x x

 



 



 積分練習三： 

1. 
2

2 1 2

4 2 2

1 1
( ) sin ( )

21 1 ( )

x
x x

x x

e
dx d e e C

e e

  
 

   

2. 1
2 2

1 1
( ) tan ( )

1 1 ( )

x
x x

x x x x

e
dx dx d e e C

e e e e


    
      

3. 1

2 2
2

cos 1 1 sin sin
(sin ) ( ) sin ( )

2 2sin3 cos 4 sin 1 ( )
2

x x x
dx d x d C

xx x

   
  

    

4. 
2

2

1 1

24 9 3 ( ) 1
3

dx dx
x x x x


 

   

  設
2

sec
3

x  ，則
2

tan sec
3

dx d    

  原式= 11 3 1 1 1 2
tan sec sec ( )

3 2 3 3 3 33 sec tan
2

d d C x C    
 

    
 

   

5.  

 

 

6. 
1

1 1 1 2
2

tan 1
tan (tan ) (tan )

1 2

x
dx xd x x C

x


    

   

7.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 2
2 2

1

1 1 1 1 1 1 1
( )

1 12 5 4 ( 1) 4 2 21 ( ) 1 ( )
2 2

1 1
                        tan ( )

2 2

x
dx dx dx d

x xx x x

x
C


  

      


 

   

2

2 2 2
2

1

1 sec 1 2 tan
(1 ) (tan ) ( )

tan1 sec 1 sec 2 tan 22[1 ( ) ]
2

1 tan
                     tan ( )

2 2

x x
dx dx x d x x d

xx x x

x
x C

     
   

  

   



分部積分法 

   ( )d uv udv vdu   → ( )udv d uv vdu   → ( )udv d uv vdu uv vdu        

 積分練習四： 

1.  

2.  

3.  

 

4. sin ( cos ) cos ( cos ) cos sinx xdx xd x x x x dx x x x C             

5.  

 

6. 
1

ln ln (ln ) ln ln lnxdx x x xd x x x x dx x x dx x x x C
x

              

7.  

 

8. 2 2 2 2 2 21 1 1 1 1 1 1 1
ln ln ( ) ln ln ln

2 2 2 2 2 2 4
x xdx xd x x x x dx x x xdx x x x C

x
             

9. 試求：(1) cosxe xdx     (2) sinxe xdx  

   ∵ sin sin ( ) sin cosx x x xe xdx xd e e x e xdx      → cos sin sinx x xe xdx e xdx e x    …○1  

     cos cos ( ) cos sinx x x xe xdx xd e e x e xdx      → cos sin cosx x xe xdx e xdx e x    …○2  

   ∴
2

 
得

1
cos (sin cos )

2
x xe xdx e x x C   ；

2

 
得

1
sin (sin cos )

2
x xe xdx e x x C    

10.  

 

 

 

 

 

( )x x x x x xxe dx xd e xe e dx xe e C       
2 2 2 2 2( ) 2 2( ) 2 2x x x x x x x x x xx e dx x d e x e xe dx x e xe e C x e xe e C            
3 3 3 2 3 2

3 2

( ) 3 3( 2 2 )

             3 6 6

x x x x x x x x

x x x x

x e dx x d e x e x e dx x e x e xe e C

x e x e xe e C

       

    

  

2 2 2 2

2 2

sin ( cos ) cos 2 ( cos ) cos 2 (sin )

                  cos 2( sin sin ) cos 2 sin 2cos

x xdx x d x x x x xdx x x xd x

x x x x xdx x x x x x C

        

        

   


2 2 2

2 2

1
(ln ) (ln ) 2 ln (ln ) 2 ln

                (ln ) 2( ln ) (ln ) 2 ln 2

x dx x x x x dx x x xdx
x

x x x x x C x x x x x C

     

       

  

1 1 2 2 1 2 1

2
2 1 2 1

2 2

2 1 1

1 1 1
tan tan ( ) tan (tan )

2 2 2
1 1 1 1 1

                   tan tan (1 )
2 2 1 2 2 1
1 1 1

                   tan tan
2 2 2

x xdx xd x x x x d x

x
x x dx x x dx

x x

x x x x C

   

 

 

  

    
 

   

  

 


