
視力 1.0是什麼意思？

你一定做過視力檢測。檢查表上好幾排的 C，像
在跟你惡作劇一樣，轉來轉去，開口有的朝上，
有的朝下，不只左右，還有 45度的斜角。能看
見愈小的 C，表示你的視力愈好。不過，你有想
過視力 1.0究竟是什麼概念，能看見多遠、多大
的物體嗎？

視力 1.0的意思是「看見 1分角的解析度」，視
力 0.5的解析度是 2分角，視力 0.2的解析度是
5分角，倘若是2.0，就是小到0.5分角的解析度。
視力愈好，解析度愈好，這可以理解，只是，為
什麼是「角度」呢？

《取自數感實驗室／賴以威》

三角函數
的應用
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三角函數的應用1

1-1
雲端教室

和差角公式
  銳角三角函數的定義：直角 ABC3 中， C 90c+ = ，且 AB c= ， BC a= ， 

AC b= ，則 sin A
c

a
= ， cos A

c

b
= ， tan A

b

a
= 。

  三角恆等式：

1 平方關係： sin cos 1
2 2
i i+ = 。

2 商數關係： tan
cos

sin
i

i

i
= 。

3 餘角關係： sin cos 90ci i= -^ h， sin cos90c i i- =^ h 。

  任意角三角函數的定義：在標準位置角i的終邊上任取異於原點的點 ,P x y_ i，

OP r= ，則 sin
r

y
i = ， cos

r

x
i = ， tan

x

y
i = 。

  任意角三角函數值轉換：

1 原函數 偶數
2
# ! !

r
i =e o 原函數 i^ h。

2 原函數
2
# ! !

r
i =e o奇數 餘函數 i^ h。

  負角轉換式： sin sini i- =-^ h ， cos cosi i- =^ h ， tan tani i- =-^ h 。

  正餘弦函數的值域範圍： sin x1 1# #- ， cos x1 1# #- 。

  向量內積：已知 ,a a a
1 2

= ` j， ,b b b
1 2

= ` j，且 a 與 b 的夾角為 i， 

則 cosa b a b a b a b
1 1 2 2

: i= = + 。

  斜率：過 ,x y
1 1` j與 ,x y

2 2` j兩點之直線斜率為m
x x

y y

2 1

2 1
=

-

-
。（ x x

1 2
=Y ）

  點斜式：過點 ,x y
0 0` j且斜率 m的直線方程式為 y y m x x

0 0
- = -` j。

  若直線的斜角（直線與 x軸正向所夾的最小正角）為 i，則其

 斜率 tanm i= 。

觀念銜接
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和差角公式 1-1

在第一冊我們介紹過三角函數的一些基本概念，本章節將延續其基礎而進一

步推導出三角的核心公式──和差角公式。和差角公式可說是三角學的基石，藉

由它的輔助讓我們得以從更寬廣的視野來探索三角形，其一系列相關公式的連結

也正是本章節所期待的論題。

先想想： 直覺告訴我們等式「cos cos cos90 60 90 60c c c c- = -^ h 」不成立（因

為答案不同），但數學不能單憑直覺，我們該如何修正此式呢？

?

甲、和差角公式
我們在以原點 O 為圓心的單位圓上布建兩

個標準位置角 a與 b（設 2a b），若它們的

終邊與單位圓分別交於點 A、B，則依任意角三

角函數定義，可以定位 A、B 兩點坐標為

,cos sinA a a_ i與 ,cos sinB b b_ i，如圖 1 所示，

此時 ,cos sinOA a a= _ i， ,cos sinOB b b= _ i，而 OA 與 OB 的夾角為 a b- ，依向

量內積定義，得 cos cosOA OB 1 1: # # a b a b= - = -_ _i i
另一方面，利用向量內積的坐標表示，得

, ,cos cossin sinOA OB: :a ba b= _ _i i
                    cos cos sin sina b a b= +

因此得到 cos cos cos sin sina b a b a b- = +_ i （餘弦函數的差角公式）

例如： cos cos90 60 30
2

3
c c c- = =^ h ，同步驗證 cos cos sin sin90 60 90 60c c c c+  

0
2

1
1

2

3

2

3
# #= + = 。

上述結果是假設 2a b的情況下推演而得的，事實上，當我們作全面性的觀

照，由於 cos cosn2 !r a b a b- = -_ _i i8 B （n 為整數），因此不論 a、 b的大小

為何，上述公式依然成立。

cosa b a b: i=

a b a b a b
1 1 2 2

: = +

▲ 圖1
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三角函數的應用1

利用餘弦函數的差角公式，我們得以將其他公式串連起來。

檢視 cos a b+_ i，將其視為 cos a b- -_ i8 B，則

cos cos cos cos sin sina b a b a b a b+ = - - = - + -_ _ _ _i i i i8 B
                            cos cos sin sina b a b= - （餘弦函數的和角公式）

例如： cos cos90 60 150
2

3
c c c+ = =-^ h ，套用上式，得

cos cos sin sin90 60 90 60 0
2

1
1

2

3

2

3
# #c c c c- = - =- 。

接著，藉由上述思維再擴展到正弦函數，以完備和差角公式。

sin cos 90ca b a b+ = - +_ _i i8 B
                            cos 90c a b= - -^ h8 B

                            cos cos sin sin90 90c ca b a b= - + -^ ^h h
                            sin cos cos sina b a b= + （正弦函數的和角公式）

sin sina b a b- = + -_ _i i8 B
                            sin cos cos sina b a b= - + -_ _i i
                            sin cos cos sina b a b= - （正弦函數的差角公式）

正餘弦函數的和差角公式（a、 b為任意角）

sin sin cos cos sina b a b a b+ = +_ i
sin sin cos cos sina b a b a b- = -_ i
cos cos cos sin sina b a b a b+ = -_ i
cos cos cos sin sina b a b a b- = +_ i

公式

下面我們練習利用正餘弦函數的和差角公式求出15c與 75c的三角函數值。

cos cosi i- =^ h ；
sin sini i- =-^ h

餘角關係： sin cos 90ci i= -^ h

利用餘弦函數的差角公式

利用正弦函數的和角公式
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和差角公式 1-1

試利用和差角公式求出下列各值：
1 cos15c　　　2 sin75c

1 將15c視為 45 30c c- ，則

 cos cos cos cos sin sin15 45 30 45 30 45 30c c c c c c c= - = +^ h

                    
2

2

2

3

2

2

2

1

4

6 2
# #= + =

+

2 將 75c視為 45 30c c+ ，則

 sin sin75 45 30c c c= +^ h
                   sin cos cos sin45 30 45 30c c c c= +

                   
2

2

2

3

2

2

2

1

4

6 2
# #= + =

+

1. 試利用和差角公式求出下列各值：

 1 cos75c　　　2 sin15c　　　3 cos105c

例 1

有了正餘弦函數的和差角公式之後，透過商數關係 tan
cos

sin
i

i

i
= ，我們試著

推導出正切函數的和差角公式。當 tana、 tanb及 tan a b+_ i都有意義時，

tan
cos

sin
a b

a b

a b
+ =

+

+
_ _

_i i
i

                            
cos cos sin sin

sin cos cos sin

cos cos

cos cos

cos cos

sin sin

cos cos

sin cos

cos cos

cos sin

a b a b

a b a b

a b

a b

a b

a b

a b

a b

a b

a b

=
-

+
=

-

+

                            

cos

sin

cos

sin

cos

sin

cos

sin

tan tan

tan tan

1
1

#
a

a

b

b

a

a

b

b

a b

a b
=

-

+

=
-

+
（正切函數的和角公式）

商數關係： tan
cos

sin
i

i

i
=

分子與分母同
除以 cos cosa b

cos sin15 75c c=
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三角函數的應用1

應用上面的結果，將 tan a b-_ i視為 tan a b+ -_ i8 B，則

tan tan
tan tan

tan tan

1
a b a b

a b

a b
- = + - =

- -

+ -
_ _ _

_i i i
i8 B

                            
tan tan

tan tan

1 a b

a b
=

+

-
（正切函數的差角公式）

試利用 tan
tan tan

tan tan

1
a b

a b

a b
+ =

-

+_ i 求出 tan75c之值。

將 75c視為 45 30c c+ ，則

tan tan
tan tan

tan tan
75 45 30

1 45 30

45 30
c c c

c c

c c
= + =

-

+^ h

                   

1
3

3

1
3

3

3 3

3 3
=

-

+

=
-

+

                   

3 3 3 3

3 3
2

=
- +

+

`
`

`j
j

j

                   
9 3

3 6 3 3

6

12 6 3
2 3

2
2

=
-

+ +
=

+
= +

` j

2. 試利用 tan
tan tan

tan tan

1
a b

a b

a b
- =

+

-_ i 求出 tan15c之值。

分子與分母同乘以 3

利用 a b a b a b
2 2

+ - = -^ ^h h 將分母有理化

例 2

tan tani i- =-^ h
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和差角公式 1-1

試求下列各式之值：
1 sin cos cos sin15 75 15 75c c c c+

2 cos cos sin sin80 20 80 20c c c c+

1 首先觀察題目中度數的特性 

我們發現運用前面所求得的15c與 75c的三角函數值逐一代入

 顯然不是好主意，因此逆向思考，利用公式

 sin cos cos sin sina b a b a b+ = +_ i，得
 sin cos cos sin sin sin15 75 15 75 15 75 90 1c c c c c c c+ = + = =^ h
2 80c與20c非特別角，但80 20 60c c c- = 是特別角

 因此我們利用公式 

cos cos sin sin cosa b a b a b+ = -_ i，得

 cos cos sin sin cos cos80 20 80 20 80 20 60
2

1
c c c c c c c+ = - = =^ h

3. 試求下列各式之值：

 1 sin cos cos sin95 40 95 40c c c c+

 2 cos cos sin sin100 55 100 55c c c c+

例 3
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三角函數的應用1

已知 a、 b 為銳角，且 sin
5

3
a = ， sin

5

4
b = ，試求 sin a b+_ i

之值。

依據三角函數的關係

由於 sin
5

3
a = ，如右上圖所示

得 cos
5

4
a =

而 sin
5

4
b = ，如右下圖所示

得 cos
5

3
b =

所以 sin sin cos cos sina b a b a b+ = +_ i

                                        
5

3

5

3

5

4

5

4
# #= +

                                        
25

9

25

16
1= + =

4. 已知a、 b為銳角，且 cos
13

5
a = ， cos

13

12
b = ，試求 cos a b-_ i之值。

例 4
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和差角公式 1-1

已知 0
2

1 1a
r 且

2
1 1

r
b r，若 sin

5

4
a = ，sin

13

5
b = ，試求：

1 sin a b+_ i　　　2 cos a b-_ i

依據任意角三角函數關係

由於0
2

1 1a
r
且 sin

5

4
a =

如右上圖所示，得 cos
5

3
a =

而
2
1 1

r
b r且 sin

13

5
b =

如右下圖所示，得 cos
13

12
b =-

利用正弦與餘弦函數的和差角公式，得

1 sin sin cos cos sina b a b a b+ = +_ i

                            
5

4

13

12

5

3

13

5
# #= - +e o

65

33
=-

2 cos cos cos sin sina b a b a b- = +_ i

                             
5

3

13

12

5

4

13

5
# #= - +e o

65

16
=-

5. 已知
2
1 1

r
a r且

2

3
21 1

r
b r，若 sin

5

4
a = ， cos

17

8
b = ，試求：

 1 sin a b-_ i　　　2 cos a b+_ i

例 5
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三角函數的應用1

先想想： 在沒有計算機的時代，所有的三角函數值只能徒手計算。 

同學能否想想，若a、b角度相等，則其和角公式為何？

?

乙、二倍角公式
我們稱 2i為 i的二倍角，在和角公式中，如果取 a b i= = ，則可導出二倍

角公式。

1. sin sin sin cos cos sin sin cos2 2i i i i i i i i i= + = + =^ h
2. cos cos cos cos sin sin cos sin2

2 2
i i i i i i i i i= + = - = -^ h

                  cos cos cos1 2 1
2 2 2
i i i= - - = -_ i

                  sin sin2 1 1 1 22 2
i i= - - = -_ i

3. tan tan
tan tan

tan tan

tan

tan
2

1 1

2
2

i i i
i i

i i

i

i
= + =

-

+
=

-
^ h （ tan 1

2
i =Y ）

二倍角公式

sin sin cos2 2i i i=

cos cos sin cos sin2 2 1 1 2
2 2 2 2i i i i i= - = - = -

tan
tan

tan
2

1

2
2

i
i

i
=
-

（ tan 1
2i =Y ）

公式

sin cos1
2 2
i i= -

cos sin1
2 2
i i= -
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和差角公式 1-1

已知 i為銳角且 sin
5

3
i = ，試求 sin2i、 cos2i及 tan2i之值。

依據三角函數關係

因為 sin
5

3
i = ，如圖所示

得 cos
5

4
i = ， tan

4

3
i =

所以 sin sin cos2 2 2
5

3

5

4

25

24
# #i i i= = =

　　 cos cos sin2
5

4

5

3

25

16

25

9

25

72 2

2 2

i i i= - = - = - =e eo o

　　 tan
tan

tan
2

1

2

1
4

3

2
4

3

7

24
2 2

#

i
i

i
=

-
=

-

=

e o

6. 已知 i為銳角且 cos
13

12
i = ，試求 sin2i和 cos2i之值。

例 6
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三角函數的應用1

圖表素養題⸺ 三角形面積
坐標平面上，以原點 O為圓心的圓上有三個相異點 ,A 1 0_ i、B、C，且 AB = BC，

如圖所示。已知銳角三角形 OAB面積為
10

3 ，試求 3OAC面積。

解  由 AB = BC，得 +AOB = +BOC = i 

又 3OAB的面積 sin
10

3

2

1
1

2# # i= =  

得 sin
5

3
i =  

依據三角函數關係，得 cos
5

4
i =  

故 3OAC面積 sin sin cos
2

1
1 2

2

1
2

5

3

5

4

25

122# # # #i i i= = = =

素養抱抱

12
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和差角公式 1-1

已知 i為銳角，若 sin cos
2

5
i i+ = ，試求 sin2i之值。

由 sin cos
2

5
i i+ =

兩邊平方 sin cos
2

52
2

i i+ =^ fh p

展開得 sin sin cos cos2
4

52 2
i i i i+ + =

即 sin1 2
4

5
i+ =

所以 sin2
4

5
1

4

1
i = - =

7. 已知 i為銳角，若 sin cos
3

10
i i+ = ，試求 sin2i之值。

例 7

數學是一場不斷求知的活動，我們藉由三角公式並結合直線方程式的基礎，

鋪陳出下面的概念。
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三角函數的應用1

丙、兩直線夾角
當兩直線 L

1
與 L

2
相交時，其交角會形成兩雙對頂角，如圖 2所示，因為a與

b互補，所以只要求出其中一個夾角a，就可利用180c a- 得到另一個夾角 b。

在圖 3 中，設 L
1
與 L

2
皆非鉛直線，且斜角分別為

1
i 與

2
i ，則其斜率

tanm
1 1

i= ， tanm
2 2

i= 。利用三角形的外角性質得知
1 2
i i i= + ，亦即

1 2
i i i= - ，則 tan tan

tan tan

tan tan

m m

m m

1 11 2
1 2

1 2

1 2

1 2
i i i

i i

i i
= - =

+

-
=

+

-
` j

▲ 圖2 ▲ 圖3

因此演繹出以下的性質：

兩直線夾角

設兩非鉛直線 L
1
、 L

2
之斜率分別為 m

1
與 m

2
（ m m 1

1 2
=-Y ），若 L

1
與 L

2

之夾角為 i，則 tan
m m

m m

1
1 2

1 2
i =

+

-
，此時另一夾角為180c i-

性質

補充說明：若m m 1
1 2

=- ，表示 L L
1 2
= ，則其夾角 90ci = 。
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和差角公式 1-1

光的反射遵守反射定律，其入射角等於反射角。假設光束入射時沿直
線L x y3 15 0

1
| + + = 方向前進，而反射方向為L x y2 7 0

2
| - + = ，

試求此兩直線之夾角。

設 L
1
與 L

2
之夾角為 i

L x y3 15 0
1
| + + = 之斜率m 3

1
=-

L x y2 7 0
2
| - + = 之斜率m 2

2
=

則 tan
m m

m m

1 1 3 2

3 2

5

5
1

1 2

1 2

#
i =

+

-
=

+ -

- -
=

-

-
=^ h

所以 45ci = ，即 L
1
與 L

2
之夾角為 45c

另一夾角為180 45 135c c c- =

8. 試求兩直線 L x y3 5 0
1
| - + = 與 L x y3 11 0

2
| + - = 之夾角。

直線 ax + by + c = 0

之斜率為
b

a
-

例 8

在兩直線 L
1
與 L

2
中有任一條為鉛直線的狀況下，由於鉛直線之斜率不存在，

無法使用上述性質，因此需藉由觀察圖形來求出兩直線夾角。



16

三角函數的應用1

設 L
1
為鉛直線，且 L

2
之斜角為

2
i ，如圖 4所示，不論 L

2
之斜率為正或負，

皆可推得 L
1
與 L

2
之夾角 90

2
ci i= - ，而另一夾角為180c i- 。

▲ 圖4

實際解題時，透過圖形輔助即可求得 L
1
與 L

2
之夾角，下面我們來看一個例題。

試求 L x 3 0
1
| - = 與 L x y3 7 0

2
| - + = 之夾角。

L x 3 0
1
| - = 垂直 x軸，斜率不存在

L x y3 7 0
2
| - + = 之斜率為

3

1

3

1
-

-
= ，又 tan30

3

1
c =

所以 L
2
之斜角為 30c

如圖所示

L
1
與 L

2
之夾角為 90 30 60c c c- =

另一夾角為180 60 120c c c- =

補充說明：若直線的斜角非特別角，則利用計算機上的    鍵， 

即可由三角函數值反求出相應的角度

9. 試求 L x2 5 0
1
| + = 與 L x y3 3 10 0

2
| + - = 之夾角。

直線斜率為 tana，
則其斜角為 a

例 9



17

和差角公式 1-1

丁、正餘弦函數的疊合
生活中有許多波動現象，例如：湖水中擴散的漣漪、發聲體震動產生聲波、家

用電器使用的交流電⋯等，而正弦波是一種最簡單的波形，生活周遭的許多訊號皆

為不同頻率、不同強度的正弦波所疊合而成。

先想想： 假設某個聲音的波形函數為 sin cosf x x x= +^ h ，你能找出這個音

色的高低值嗎？

?

我們先觀察一個利用和角公式展開的式子：

　　 sin sin cos cos sin sin cosx x x x x30 30 30
2

3

2

1
# #c c c+ = + = +^ h

　　　　　　       sin cosx x
2

3

2

1
= +

若將上式逆向，則可發現 sin cosx x
2

3

2

1
+ 可表成 sin x 30c+^ h，因此，當我們遇到

正弦與餘弦函數的疊合（形如 sin cosf x a x b x= +^ h ）時，可利用和角公式將其改寫

為正弦函數的形式（如 sinf x r x i= +^ ^h h），藉此了解其圖形的樣貌與極值。

正餘弦函數的疊合

函數 sin cosf x a x b x= +^ h 可以表為 sinf x a b x
2 2 i= + +^ ^h h，其最大值

為 a b
2 2+ ，最小值為 a b

2 2- +

性質



18

三角函數的應用1

【說明】 如圖 5所示，設標準位置角 i終邊上一點 ,P a b_ i  

則 OP r a b
2 2= = +  

由任意角三角函數定義知 sin
r

b
i = ， cos

r

a
i =  

即 sinb r i= ， cosa r i=  

則 sin cosf x a x b x= +^ h cos sin sin cosr x r xi i= +  

                   cos sin sin cosr x xi i= +^ h  
                   sinr x i= +^ h  
                   sina b x

2 2 i= + +^ h  
又 sin x1 1# #i- +^ h  

所以 sin cosa b a x b x a b
2 2 2 2

# #- + + +

試求 sin cosf x x x3= +^ h 之最大值與最小值，並利用數學繪

圖軟體驗證答案。

1 方法一：

 我們先將 sin cosf x x x3= +^ h 化成 sinr x i+^ h的形式 

其中 r 02 ，且0 21# i r，因為 1 3 2
2

2
+ =` j ，則

 sin cosf x x x3= +^ h

              sin cosx x2
2

1

2

3
= +f p

              cos sin sin cosx x2 60 60c c= +^ h
              sin x2 60c= +^ h
 又 sin x1 60 1c# #- +^ h ，則 sin x2 2 60 2c# #- +^ h
 故 sin cosf x x x3= +^ h 之最大值為 2，最小值為 -2

例 10

▲ 圖5

利用正弦函數的和角公式

siny x= 的值域為 sin x1 1# #-

提出 2，製造出 cos
2

1
60c= ，

sin
2

3
60c= 的效果
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 方法二：

 因為 sin cosa b a x b x a b
2 2 2 2

# #- + + +

 得 sin cosx x1 3 3 1 3
2

2
2

2

# #- + + +` `j j

 即 sin cosx x2 3 2# #- +

 故 sin cosf x x x3= +^ h 之最大值為 2

 最小值為 -2

2 我們利用繪圖軟體 Desmos來示範：

 首先開啟 APP後

 在指令列 1輸入「y = sinx」

 　指令列 2輸入「 cosy x3= 」

 　指令列 3輸入「 sin cosy x x3= + 」

 即在繪圖區出現如附圖之三個圖示

 藉此看出 y = sinx（綠色虛線）， cosy x3= （藍色虛線）與兩者

疊合後（紅色曲線）之直觀對照。

10. 試求 sin cosf x x x3= -^ h 之最大值與最小值，並利用數學繪圖軟體驗證

答案。
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三角函數的應用1

試判斷下列各題之對錯，並在右圖九宮格中相應的題號位

置，正確的畫「○」，錯誤的畫「◊」，看能否連成一線。

 1 sin sin sin sin10 20 10 20 30c c c c c+ = + =^ h 。

 2 cos cos cos sin sin30 40 10 40 10c c c c c= + 。

 3 sin sin2 2i i= 。

 4 sin cos sin cos80 80 70 70c c c c1 。

 5 因 sin1 1# #i- 且 cos1 1# #i- ，則 sin cos2 2# #i i- + 。



習題 1-1

21

和差角公式 1-1

基礎題

	 1	 為紀念畢達哥拉斯，希臘在 1955年發行了一張郵票，

如圖所示，中間的三角形是邊長比為 3 4 5| | 的直角

三角形，而旁邊的三個正方形則是依照直角三角形的

三邊長所延伸而得，試求圖中 sin a b+_ i之值。

	 2	 試求
tan tan

tan tan

1 50 10

50 10

c c

c c
-

+
之值。

	 3	 設 tana、 tanb是 x x3 2 0
2 - + = 之兩根，試求 tan a b+_ i之值。

	 4	 試求 cos cos sin sin57 12 57 12c c c c+ 之值。

	 5	 若0 90 180c c c1 1 1 1a b ，且 cos
5

3
a = ， sin

13

12
b = ，試求： 

1 sin a b+_ i　　　2 cos a b-_ i

雲端教室
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三角函數的應用1

	 6	 已知 i為銳角且 cos
5

3
i = ，試求 sin2i、 cos2i及 tan2i之值。

	 7	 已知 i為銳角且 sin cos
2

3
i i- = ，試求 sin2i之值。

	 8	 設兩直線 L x y 5 0
1
| + + = 與 L x y3 19 0

2
| - + = 之夾角為 i，試求 sini

之值。

進階題

	 9	 試求 sin cosf x x x2
6

4
r

= - -^ eh o 之最大值與最小值。

	10	 某休閒農莊的景觀造景中有一個供遊客觀察水中
生態的圓形池塘，已知其半徑為 6公尺，如圖所

示，若今欲建造對稱於圓心的工形木橋，則此木

橋總長度最長為多少公尺？




